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Ricardo de Araitijo Kalid, D. Sc. 04/09/64
kalid@ufba.br

(0xx71) 3203.9811 / 9984.3316

Prof. Dept® Engenharia Quimica da UFBA
Doutorado em Engenharia Quimica — USP (99)
Mestrado em Engenharia Quimica - UFBA (91)
Graduag@o em Engenharia Quimica — UFBA (88)

Pl ) )i

AREAS DE ATUACAO E LINHAS DE PESQUISA

Simulacdo em Regime Estacionario e Transiente de Processos

Controle de Processos

Otimizagdo de Processos

Simulagdo, Controle e Otimizac¢ao de Reatores ¢ Colunas de Destilacao

OUTROS

Professor do Mestrado em Engenharia Quimica da UFBA

Professor (anos 92 e 93) do Curso de Especializagdo em Instrumentagéo e Controle (CEINST) promovido
pelo Departamento de Engenharia Mecanica da UFBA

Professor de Cursos de Educagdo Continuada (Controle Avangado, Controle Preditivo Multivariavel,
Identificagdo de Processos, Otimizag¢ao de Processos Quimicos, Controle de Colunas de Destilagdo)
para DOW, PETROBRAS, GRIFFIN, EDN, CIQUINE, OXITENO, COPENE.

Professor (98) do Curso de Especializagdo em Automacgdo de Sistemas Industriais (CEASI) promovido
pelo Dept® de Engenharia Elétrica da UFBA

Professor ¢ Coordenador (99) do Curso de Especializagdo em Controle e Automagdo de Processos
Industriais (CECAPI) promovido pelos Dept® de Engenharia Quimica e Elétrica da UFBA

Professor e Coordenador (2000 a ...) do Curso de Especializagdo em Instrumentagdo, Automacao,
Controle e Otimizagdo de Processos Continuos (CICOP 1, 2 e 3) promovido pelo Dept® de
Engenharia Quimica e UFBA e AINST.

PROJETOS COOPERATIVOS E/OU CONSULTORIAS PARA INDUSTRIAS

DETEN: simulag@o do reator radial para desidrogenagdo de parafinas

EDN: participou da equipe de desenvolvimento do plano diretor de automagao

COPENE: identificagdo de processos, sintonia de controladores industriais, simulagdo, controle e
otimizagdo do conversor de acetileno da ETENO II (em andamento)
PDAI-BA - Programa de Desenvolvimento da Automagdo Industrial, participantes: UFBA,
UNIFACS, CEFET-BA, CETIND-SENALI, FIEB, SEPLANTEC, PETROBRAS, NITROCARBONO,
DETEN, OXITENO, OPP, POLIBRASIL, POLITENO, COPENE

PROCESSAMENTO DE POLIMEROS, participantes: UFBA, CETIND, BAPLASTIL
BRASKEM, POLITENO, LYONDELL, DETEN, CARAIBA, MONSANTO: minimiza¢do do uso de
agua e/ou energia na industria — otimizagdo ambiental.

INDICADORES DE PRODUCAO CIENTIFICA

Trabalhos apresentados em congressos: 20
Trabalhos publicados em periddicos: 2
Tese de mestrado defendida e aprovada: 1
Tese de doutorado defendida e aprovada: 1
Orientagdo de iniciacao cientifica: 21 (concluidas) e 8 em andamento
Orientacdo de dissertagdes de mestrado: 3 defendidas e 5 (em andamento)
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Trabalhos em parceria com industrias:

N TEMA PARTICIPANTES INSTITUICAO STATUS
Ilvio Rocha
LYONDELL
Isabel Kenny
Asher Kiperstok
s 7 Carlos Mauricio Duarte
41 Minimizagao do uso da 4gua na Em desenvolvimento
LYONDEL _ VO
Marconi Maynart
UFBA
Angela Ferreira
Jadison Jafé
Ricardo Kalid
. L Flavia CHEMTEC
Indices para avaliacdo do .
40 desempenho de malhas de controle Em desenvolvimento
P Ricardo Kalid UFBA
Jodo Cunha POLITENO
39 | Controle de colunas de destilagao Em desenvolvimento
Ricardo Kalid UFBA
Osmar Serra BRASKEM
38 Eficiéncia de caldeiras Em desenvolvimento
Ricardo Kalid UFBA
Metodologia para analise de dados | Salvador Avila Filho
37 | operacionais para minimizagao de UFBA Concluido
impactos ambientais Ricardo Kalid
Sistema para gestdo de ndo- Erisvaldo Cunha DETEN
36 | conformidades ambientais numa Em desenvolvimento
industria petroquimica Ricardo Kalid UFBA
Sérgio Bastos
Hélcio Colodete
Moisés Silva BRASKEM
Integracdo energética e Jodo Severiano
minimizac¢do do uso de dgua na
35 BRASKEM-UNIB Edgar Almeida Em desenvolvimento
ECO-BRASKEM Asher Kiperstok
Emerson Sales
UFBA
Ednildo Torres
Ricardo Kalid
Lo Wagner Monaco ELEKEIROZ
Otimizagao das colunas de .
34 destilagdo de 2-etil-hexanol Em desenvolvimento
¢ Ricardo Kalid UFBA
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N TEMA PARTICIPANTES INSTITUICAO STATUS
Otimizagao das colunas de SHEEIE D ELEKEIROZ .
. destilagdo de octanol Cordmiey
¢ Ricardo Kalid UFBA
L . Alexandgr Morbeck DOW
Otimizagdo do sistema de Brinker ,
32 - Concluido
separagdo de efluentes
Ricardo Kalid UFBA
S Frederico Epstein BRASKEM
Otimizacdo de um reator a .
31 batelada Em desenvolvimento
Ricardo Kalid UFBA
Otimizacdo de uma unidade de Nadja Fontes BRASKEM .
30 separagdo e reforma de nafta Em desenvolvimento
parag Ricardo Kalid UFBA
José luiz Bravo )
CARAIBA
Péricles Junior
Minimizagdo do uso de 4gua no .
processo industrial da CARATBA S il .
29 Em desenvolvimento
P Leoni Pustilnik
AGUAIBA UFBA
Daniela Fontana
Ricardo Kalid
Carlos Pessoa
Erisvaldo Cunha DETEN
Minimizagao do uso de 4gua no Claudio Costa
28 processo industrial da DETEN Asher Kiperstok Concluido
DETEN-AGUA .
Carlos Mauricio
UFBA
Salvador Avila
Ricardo Kalid
Fébio Carrilho
Marcone Lopes ZCR
Desenvolvimento de projetos de Ruben Delgado .
2y controle e otimizacdo de processos 180 GRSVl TRISI
SHOED Frede de Oliveira UFAL
Cristiano Fontes
UFBA
Ricardo Kalid
26 | Integragdo energética de plantas Luciano Ferraz POLITENO Concluido
de polimerizagdo
Sebastido Luis
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TEMA

PARTICIPANTES

INSTITUICAO

STATUS

POLITENO-ENERGIA

Jean Cailleaux

Jodo Nery

José Geraldo

Asher Kiperstok

Ednildo Torres

Ricardo Kalid

UFBA

25

Integracdo energética de plantas
de quimica fina

GRIFFIN-ENERGIA

Jodo Colonese

Klauss V. Serra

Nelson Siem

Tadeu

Aloisio

GRIFFIN-DUPONT

Marcone Lopes

Asher Kiperstok

Ednildo Torres

Ricardo Kalid

UFBA

Concluido

24

Diagndstico e otimizagdo de
malhas de controle PID industriais

POLICARBOMAX

Ant6nio Malan

Carlos Modesto

Sérgio Maronato

Marcelo Coutinho

Gabriella Sa Vieira

POLICARBONATOS

Grazziela Gomes

Marcelo Embirugu

Ricardo Kalid

UFBA

Concluido

23

Comparacdo do desempenho entre
controladores classicos e MPC

Klauss V. Serra

GRIFFIN-DUPONT

Ricardo Kalid

UFBA

Em desenvolvimento

22

Software para Sintonia Otima de
Controladores Industriais

Marcone Lopes

Fabio Carrilho

Ruben Delgado

ZCR

Ricardo Kalid

UFBA

Em desenvolvimento
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N TEMA PARTICIPANTES INSTITUICAO STATUS
Breno
MONSANTO
Maria Mazzarelo
Reuso e reciclagem de efluentes Ricardo Kalid
liquidos industriais
21 Daniel Cortes Concluido
ECOLOGIA INDUSTRIAL -
MONSANTO Ednildo Torres UFBA
José Geraldo
Asher Kiperstok
o . Ana Carolina Viana BRASKEM
Otimizacdo de um sistema de .
20 fornos de pirdlise Em desenvolvimento
fomescep Ricardo Kalid UFBA
Otimizagao de reatores a batelada: Patricia C.Lima MONSANTO
19 definigdo do perfil 6timo de Em desenvolvimento
operacao Ricardo Kalid UFBA
Mauricio Santos
Elaine Santana
Nadja Fontes BRASKEM
César Moraes
Marcia Cunha
Diagnéstico de malhas de controle Lucio Estrella
18 preditivo multivariével Ricardo Muller POLITENO Concluido
MPC .
Jean Cailleaux
Carlos Pinheiro
Marcelo Embirugu
Yuri Guerrieri UFBA
Marcos Britto
Ricardo Kalid
17 Minimizag¢do do uso de aguas Moisés Augusto Concluido
industriais na BRASKEM-UNIB
; Sufredini
BRASKEM-AGUA BRASKEM
Carlos Alberto
Jodo Severiano
UFRJ

Fernando Pelegrini
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N TEMA PARTICIPANTES INSTITUICAO STATUS
Roger Zemp UNICAMP
Asher Kiperstok
José Geraldo
Sandra de Oliveira
UFBA
Christiane Perazzo
Daniela Fontana
Ricardo Kalid
Nelson Siem GRIFFIN
16 Sistemas decggsgﬁ\? fluentes da Leandro Caputo Concluido
UFBA
Ricardo Kalid
Controle otimizante de um trem de LI G e
15 separe.u;ao~ de x1le}19s (3 colunas de Fébio Carrilho Concluido
destilag@o em série/paralelo) da UFBA
COPENE . .
Ricardo Kalid
Simulagio, controle e otimizagao Kleber Lima BRASKEN
14 | de reator de leito fluidizado para Em desenvolvimento
producéo de polietileno Ricardo Kalid UFBA
Fébio Carrilho
ZCR
Software para reconciliagdo de Ruben Delgado .
13 Em desenvolvimento
balangos de massa ..
Cristiano Fontes
UFBA
Ricardo Kalid
- Elcio Pereira
| Rl e dioe
p Ricardo Kalid
Jodo Colonese GRIFFIN
1 Controle Eséa;:itilgsotie Processos Grazziela Gomes Concluido
UFBA
Ricardo Kalid
Gian Carlos DETEN
Modelagem, simulagdo do reator
10 | de desidrogenacg@o de n-parafinas Mario Mendes UNICAMP Concluido
da DETEN
Ricardo Kalid UFBA
9 Modelagem por redes neurais Luiz Alberto Falcon BRASKEM Concluido
hibridas e otimizagao de reatores
de CPD Tatiana Freitas UFBA
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Francisco Teixeira

Cauby Costa

TEMA PARTICIPANTES INSTITUICAO STATUS
Ricardo Kalid
Murilo Amorim BRASKEM
Estimativa do tempo de campanha . .
e Eliane Santanta Concluido
de fornos de pir6lise da COPENE UFBA
Ricardo Kalid
Williane Carneiro
Simulagdo e controle de colunas BRASKEM
de destilagdo de sulfolane da Cathia R. Apenburg Concluido
COPENE
Ricardo Kalid UFBA
Mauricio Moreno
BRASKEM
Paulo Freitas
Modelagem, simulagao, controle e
otimizagdo de conversores de Fabricio Brito Concluido
acetileno da COPENE
Tatiana Marucci UFBA
Ricardo Kalid
Almir Cotias Filho
Sintonia do controlador de topo da GRIFFIN
coluna de destilagdo de 3,4 DCA Klauss V. Serra Concluido
da GRIFFIN
Ricardo Kalid UFBA
Mark Langerhost BRASKEM
Simulagdo e controle de colunas . .
S s Lueci V. do Vale Concluido
de destilacdo de BTX da COPENE UFBA
Ricardo Kalid
Mauricio Moreno BRASKEM
Smtonlailn(iieuzfrtilgg)ladores Gustavo Freitas Concluido
UFBA
Ricardo Kalid
Mauricio Moreno BRASKEM
Identifica¢do de modelos Danicl ,
dindmicos de processos quimicos Concluido
P q Jes Cerqueira UFBA
Ricardo Kalid
Plano diretor de automagao da - EDN Concluido
EDN (Estireno do Nordeste)
Herman Lepikson UFBA
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N TEMA PARTICIPANTES INSTITUICAO STATUS

Ricardo Kalid
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10.

11.

CURSOS E APOSTILAS DO INSTRUTOR SOBRE
MODELAGEM DE PROCESSOS
Operacgoes Unitdarias em Regime Transiente — Balangos de Massa, Energia e

Momentum Aplicados a Processo Quimicos.
Ricardo de Aratjo Kalid. DEQ-UFBA.

Identificagdo de Processos Quimicos.
Ricardo de Aratjo Kalid. DEQ-UFBA.

SIMULACAO DE PROCESSOS

Programagido em MATLAB com Aplicacdo em Reatores Quimicos. Ricardo de
Araujo Kalid. DEQ-UFBA.

CONTROLE DE PROCESSOS

Sistemas de Controle dos Principais Equipamentos da Industria de Processos
Quimicos e Petroquimicos.
Ricardo de Aratjo Kalid. DEQ-UFBA.

Controle de Processos Quimicos. Ricardo de Aratjo Kalid. DEQ-UFBA.

Definicao da Estrutura do Sistema de Controle Multimalha de Processos
Multivariaveis. Ricardo de Aratjo Kalid. DEQ-UFBA.

Controle Avangado de Processos. Ricardo de Aratjo Kalid. DEQ-UFBA.
Controle de Coluna de Destilacdo. Ricardo de Aratjo Kalid. DEQ-UFBA.

Controle Preditivo Multivariavel: DMC - Controle por Matriz Dindmica. Ricardo
de Araujo Kalid. DEQ/UFBA

OTIMIZACAO DE PROCESSOS

Otimizagdo de Processos Quimicos: Problemas sem restrigoes.
Ricardo de Aratjo Kalid. DEQ-UFBA.

Otimizagdo de Processos Quimicos: Problemas com restrigoes.
Ricardo de Araujo Kalid. DEQ-UFBA.
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OTIMIZACAO DE PROCESSOS

QUIMICOS:

PROBLEMAS SEM RESTRICOES
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Lista de Abreviaturas

CKT - Condigdes de Kuhn-Tucker

CcO - Controle Otimo

FO - Fungéo Objetivo

FR - Funcdes de Restricdes

MD - Método Direto de otimizagao

MI - Método Indireto de otimizacao

MV - Variavel Manipulada

OMCR - Otimizagao Multidimensional Com Restrigbes

OMSR - Otimizagao Multidimensional Sem Restrigbes

OUCR - Otimizagao Unidimensional Com Restricdes

OUSR - Otimizagao Unidimensional Sem Restricdes

PCO - Problema de Controle Otimo

PL - Programacéao Linear

PNL - Programacéao Nao-Linear

PPL - Problema de Programacao Linear

PPNL - Problema de Programacao Nao-Linear

PPQ - Problema de Programagao Quadratica

PQ - Programacgéao Quadratica

PV - Variavel de Processo (pode ser variaveis controladas e/ou
medidas)

s.a. - sujeito a

SEANL - Sistema de Equacdes Algébricas Nao-Lineares

SP - SetPoint

VA - Variavel Auxiliar (qualquer variavel ou constante que nao € VDep)

VD - Variavel de Deciséo ou de Projeto ou Independente

VDep - Variavel Dependente

Vi - Variavel Independente
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Nomenclatura

Y: - valor da média dos experimentos replicados para um certo x;

x - valor médio da variavel independente

ni - valor calculado da VI para um certo x;

b - paréametro j de um modelo

n - numero total de experimentos realizados

pi - numero de medidas replicadas para um certo x;

x - variavel deterministica, independente e experimental

- variavel estocastica, dependente e experimental
Y - variavel estocastica, dependente e experimental

Principais Referéncias Bibliograficas

As principais referéncias utilizadas para confeccionar esta apostila e
preparar as aulas sdo listadas a seguir. Outras referéncias, que tratam de
assuntos especificos, sao citadas ao longo do texto:

R1.Himmelblau, D. M. and Edgar, T. F.; Optimization of Chemical Process.
McGraw-Hill, 1989. Livro essencial para quem quer iniciar e/ou aprofundar
seus estudos sobre otimizacdo de processos quimicos. Boa parte do
conteudo deste curso e a maioria dos exercicios discutidos/propostos foram
retirados deste livro.

R2.Himmelblau, D. M.; Process Analysis by Statistical Methods. Jonh Wiley &
Sons, 1970. Livro que traz os algoritmos de varios métodos de otimizacao e
aplica esses métodos principalmente ao ajuste de modelos matematicos a
dados experimentais. Livro texto para o Capitulo 6 desta apostila.

R3.Beveridge, G. S. and Schehter, R. S.; Optimization Theory and Practice.
McGraw-Hill, 1970. Traz uma discussao mais profunda a respeito dos
fundamentos matematicos em que os métodos de otimizagdo séao
baseados.

R4.Reklaitis, G. V.; Ravindran, A.; Ragsdell, K. M.; Engineering Optimization:
Methods and Applications. Jonh Wiley & Sons, 1983. Livro importante e
complementar ao de Himmelblau e Edgar (R1). Livro texto para os Capitulo
8 e 9 desta apostila.
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1. Introducao e Definigoes

Na natureza somente os mais eficientes sobrevivem. A selecdo natural
elimina as espécies ou os individuos menos capacitados, ao mesmo tempo que
facilita as coisas para os mais bem dotados, ou seja, existe algum mecanismo
que procura maximizar o uso dos recursos ou minimizar o efeito da ineficiéncia
dos processos.

O que a natureza sabe fazer com extrema maestria nés devemos imitar, se
quisermos suplantar nossos adversarios e assim sermos 0s ganhadores.

O problema é que seja qual for o vencedor, a méae natureza sempre ganha
junto, enquanto nés temos que ser mais eficientes que nossos concorrentes. E
como a probabilidade de tomar uma decisao errada € muito maior que escolher
a opgao certa, temos que nos cercar de informagdes e procedimentos
confiaveis.

As informagodes que devemos coletar sdo, por exemplo:

e 0(s) objetivo(s) que queremos atingir,

¢ as condi¢cdes do mercado fornedor e consumidor,

e as condi¢cdes do mercado financeiro,

e as condi¢des dos recursos naturais € humandos disponiveis,

e as limitagcbes de natureza fisica e/ou social e/ou psicolégicas existentes.
Os procedimentos que podemos empregar sao:

e a experiéncia acumulada,

e 0 uso de ferramentas matematicas adequadas,

e a escolha de estratégias de atuagao oportunas.

Se utilizarmos as informagoes e procedimentos apropriados temos boas
chances de sermos os vitoriosos. E somente esse 0 nosso problema.

Neste curso iremos estudar quais sdo as informacdes e procedimentos
adequados a resolver os os problemas de otimizagao tipicos em engenharia
quimica.

1.1. Objetivos deste Curso

Ao final do segundo modulo deste curso seremos capazes de:

O1.Entender os principios de funcionamento dos pricipais algoritmos de
otimizagao.

O2.Aplicar corretamente os algoritmos de otimizagao.
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0O3.Desenvolver um modelo matematico de otimizacéo e resolvé-lo através da
utilizacdo de pacotes computacionais.

1.2. Programa do Curso

Para alcangarmos os objetivos propostos o curso tera as seguintes
caracteristicas:

Carga horaria total: 60 horas

Programa do curso:

P1.Introducao e Definigdes: Visdo geral do problema de otimizagao.
P2. Conceitos Matematicos: Ferramentas necessarias.

P3. Formulacdo Matematica de um Problema de Otimizacgao:
Construgédo da Funcao Objetivo e de Suas Restrigdes.

P4.0Otimizacdo Unidimensional Sem Restricdes: Aspectos matematicos
especificos.

P5.Otimizacdo Multidimensional Sem Restricbes: Aspectos matematicos
especificos.

P6. Aplicagdes de Otimizacao Sem Restrigdes em Processos Quimicos.
P7.Otimizagdo Multivariavel Com Restri¢oes.

P8. Aplicagcdes de Otimizagao Multivariavel Com Restricdes em Processos
Quimicos.

P9. Experiéncias em Otimizagao de Processos Quimicos do LACOI:
a) Reconciliagdo de dados em estado estacionario
b) Minimizacao de uso de agua e/ou consumo de energia em processos
c) Otimizagao de processos industriais:
Case MONSANTO
Case CIQUINE
Case BRASKEM-UNIB
Case BRASKEM-OPP

Metodologia de ensino:
M1.Utilizaremos de data-show e da lousa para desenvolver os topicos.

M2.Exercicios resolvidos para exemplificar os conhecimentos teoricos
abordados.

M3.Aulas de exercicios para as equipes (2 alunos por equipe).
M4 Lista de exercicios propostos.
M5.Distribuicao de apdstila com o conteudo do que foi apresentado.

M6.Sempre que necessaria havera interrupgao da aula para esclarecimento de
duvidas.

M7 .Estudo de “cases” industriais que sejam de intresse dos alunos
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1.3. Referéncias Bibliograficas Principais

As pricncipais referéncias utilizadas para confeccionar esta apdstila e
preparar as aulas sao listadas a seguir. Outras referéncias, que tratam de
assuntos especificos sao citadas ao longo do texto:

R1.Himmelblau, D. M. and Edgar, T. F., Optimization of Chemical Process,
McGraw-Hill, 1989. Livro essencial para quem quer iniciar e/ou aprofundar
seus estudos sobre otimizacdo de processos quimicos. Boa parte do
conteudo deste curso e a maioria dos exercicios discutidos/propostos foram
retirados deste livro.

R2.Himmelblau, D. M., Process Analysis by Statistical Methods, Jonh Wiley &
Sons, 1970. Livro que traz os algoritmos de varios métodos de otimizacao e
aplica esses métodos principalmente ao ajuste de modelos matematicos a
dados experimentais.

R3.Beveridge, G. S. and Schehter, R. S., Optimization Theory and Practice,
McGraw-Hill, 1970. Traz uma discussao mais profunda a respeito dos
fundamentos matematicos em que os métodos de otimizagdo séao
baseados.

Além dessas referéncias outras sao listadas no final desta apéstila.

1.4. Por que Otimizar?

A otimizagdo pode promover melhorias econdmicas [otimizagdo econdmica
(OE)] e/ou técnicas/operacionais [otimizagcao operacional (OO)]. A otimizacao
de um determinado processo ou sistema pode ter como beneficio um (ou mais
de um) dos itens a seguir:

OE. minimizar o investimento para uma determinada capacidade operacional a
ser instalada,

OE. maximizar o lucro total,

OE. maximizar o lucro por unidade de produgao,
OE. minimizar os custos operacionais,

OE. minimizar os custos de manutencao,

00. maximizar a produgdo para uma determinada capacidade operacional
instalada,

0O0. minimizar o consumo de matéria-prima e/o energia,

0O0. minimizar a produgao de insumos indesejaveis,

00. minimizar o tempo de batelada,

00. minimizar a diferenga entre o valor desejado e o valor alcangado,

Observe que alguns desses objetivos sao conflitantes entre si, portanto
devemos estabelecer o objetivo a ser alcangado com bastante cuidado.
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Porém devemos sempre nos lembrar que a otimizagdo tem um custo e,
portanto, devemos otimizar a otimizagéo.

Em certos casos o uso de métodos matematicos de otimizagdo nao traz
beneficios, por exemplo:

e quando uma solugao razoavel pode ser obtida baseada em experiéncias
passadas,

e quando existe uma pratica padrdao em uso,

e quando o tempo necessario para avaliar o problema nio contribui para o
contexto do projeto global,

e quando as informagbes necessarias s6 podem ser obtidas com grande
custo.

1.5. Exemplos de Aplicacdo de Otimizacao

A otimizagdo pode ser aplicada de inUmeras maneiras em processos e
plantas quimicas. Tipicos projetos onde a otimizagdo tem sido empregada
incluem:

1. Determinacao do melhor local para construgdo de uma planta.

2. Escalonamento de tanques para armazenagem de matéria-prima e de
produtos.

. Dimensionamento e layout de pipelines.

. Projeto de plantas e/ou de equipamentos.

. Escalonamento de reposi¢ao e manutencao de equipamentos.
. Operagao de equipamentos e/ou plantas.

. Ajuste de modelos a dados experimentais de uma planta.

. Minimizagao de inventario.

. Alocacgao de recursos ou servigos entre diferentes processos.

= ©O© 00 N O O ~h W

0.Planejamento e escalonamento de instalagdo de plantas.

1.6. Formulacio de um Problema de Otimizacao

Podemos definir* a otimizacao de sistemas das seguintes maneiras:

D1.Campo da matematica dedicado ao desenvolvimento de métodos eficientes
de determinacdo de maximos e minimos de fungdes de uma ou mais
variaveis.

#  As trés definicdes foram transcritas da apdstila sobre "Otimizagéo de Processos" de autoria
de Fernando Pellegrini Pessoa e Marcelo Castier, ambos professores do DEQ-UFRJ
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D2.A ciéncia que determina as melhores solugcbes para certos problemas
fisicos; problemas que sao descritos por modelos matematicos.

D3.Busca da melhor solugao (solugdo 6tima) dentre as diversas solugdes
possiveis de um problema, segundo um critério estabelecido
previamente.

Embora nem todos os problemas de otimizacdo possam ser descritos por
equagdes matematicas (por exemplo, maximizar as propriedades
organolépticas de um alimento), apenas os que podem serao tratados neste
Curso.

A formulacédo de um problema pratico de otimizagdo contém duas partes:
1. Ao menos uma fung¢ao objetivo a ser alcancada.
2. As restrigées que devem ser atendidas.

Devemos encontrar uma solugdo (pois podem existir mais) que
minimiza/maximiniza a funcdo objetivo e que simultaneamente atenda as
restricdes, ou seja a solugdo encontrada deve pertecer a regiao viavel.

Para que as condigbes 6timas sejam alcangcadas o sistema deve ter
liberdade para manipular as variaveis de decisdao, também denominadas
variaveis de projeto ou ainda variaveis independentes, isto é, algumas
condigdes operacionais sdo modificadas de forma que o ponto 6timo viavel seja
alcangado.

1.6.1. A Funcio Objetivo (FO)

A funcado objetivo ou critério de desempenho estabelece o alvo a ser
alcangado. E uma fungcdo matematica cujo maximo ou minimo se deseja
determinar.

As FO's podem ser desenvolvidas a partir de trés tipos de critérios:

C1.Critério estritamente econémico: maximizar o lucro anual, minimizar o
custo anual, diminuir o tempo de retorno do investimento, etc.

C2.Critério estritamente técnico/operacional: minimizar o consumo de
energia ou de matéria-prima, maximizar a produc¢ao, etc.

C3.Critério técnico-econémico: minimizar a diferenca entre o valor desejado
e o valor medido numa planta, ao mesmo tempo em que minimiza o custo
operacional.

O estabelecimento correto da fungéo objetivo é fundamental para o sucesso
da otimizagdo. Sua determinagdo € uma tarefa complexa que requer grande
conhecimento do processo/sistema a ser otimizado.

A funcéao objetivo pode ser classificada quanto a:
e Continuidade:

e continua, por exemplo a temperatura oOtima para uma reacao
reversivel
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e descontinua
e discreta, por exemplo o diametro 6timo de uma tubulagao
Modalidade:

e unimodal (o extremo local € também o global), figura 1-a.
x = -100:100;

c =5;
yl= -a*x.”*2 + b*x + c;

plot (x,y1)

45 s s s
100 50 0 50 100

Figura 1-A: Fungao Unimodal

" _ max vy,
Fungao objetivo (FO): ,
y,=—a.Xx +b.x+c

Equacgao 1.6-A

max (yl)
ans = 5

()bSZexpressées nesta fonte (Courier New 10, verde, em negrito)
sdo comandos do MATLAB.
expressdes nesta fonte (Courier New 10, azul) sdo as respostas
geradas pelo MATLAB.

as expressoes nesta fonte (Times New Roman 12, preto) sdo textos em
WORD.

Comando help nome-da-funcio permite consultar o manual de referéncia
on-line do MATLAB.
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Comando help optim permite consular o manual de referéncia do toolbox de
otimizagao on-line do MATLAB.

e multimodal (existem varios extremos locais e um deles é o global)
y2 = -a*x.”2 + b*x + ¢ + 1000*sin(x);

plot(x,y2,'-r',x,yl,':b'")

0.5

2100 50 0 50 100

Figura 1-B: Fung¢ao Unimodal e Multimodal

Funcéo objetivo (FO): maximizar y2
max (y2)
ans = 902.2974

e Convexidade:

e convexa, a fungcédo objetivo € uma fungdo convexa (tem um unico
minimo)

e cbncava, a funcado objetivo € uma fungdo cdncava (tem um unico
maximo)

1.6.2. As Restricoes

Sao os limites impostos ao sistema pelas condic¢des fisicas, por exemplo:
e capacidade maxima de processamento de um equipamento,

e temperatura e pressao absolutas s6 podem assumir valores positivos,
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e 0s balangos de massa e energia de um processos devem ser obedecidos,
e capacidade de absor¢do do mercado,
e preco maximo de venda ou de compra,
e eftc.
As restrigdes podem ser de igualdade ou de desigualdade.

O modelo matematico (em regime estacionario ou transiente) de um
processo € uma restricao de igualdade.

1.6.3. A Regiao Viavel

Regido do espago definida pelas variaveis de decisdo, delimitada pelas
restricbes, em cujo interior ou na fronteira se localiza o0 maximo ou o minimo da
funcao objetivo. Também é denominada de regido de busca.

O conjunto das restrigdes determinam uma regido onde o ponto étimo deve
estar contido. Portanto a regido viavel deve ser um espag¢o n&o nulo. Por
exemplo:

e regidoviavelnula: x>50 e x<10

e regiao viavel: x>10 e x<50

Exemplo;

maxy,
x

Fungao objetivo:
y,=—a.x’ +bx+c

Equacao 1.6-B
Sujeito a: 10<x<20

x = 10:20;
yl= -a*x.%2 + b*x + c;
plot(x,yl)
-200
.AnnL
Figura 1-C: Fungao Objetivo com Restrigao
max (yl)
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ans = -375

O estabelecimento da regido viavel torna-se mais complicado com o
aumento do numero de variaveis e com a complexidade das expressdes que
definem as restricdes do sistema.

Embora os algoritmos numéricos tenham capacidade de detectar quando
uma regido viavel ndo existe (regiao viavel nula), eles ndo podem detectar
quando a regido de busca esta definida de maneira errada. Portanto, maxima
atencado deve ser dispensada ao estabelecimento das restrigdes, ou seja, da
regiao viavel.

1.6.4. As Variaveis de Decisao (VD)

As variaveis de decisdo ou de projeto ou independentes correspondem, em
namero, ao excesso de incognitas em relagcdo ao numero de equagdes, ou
seja, sua quantidade é igual ao numero de graus de liberdade do sistema.

Se existe apenas uma unica solugao para o problema, nenhuma otimizagao
€ necessaria e possivel. Portanto, para haver condigdes de otimizar um
processo o mesmo dever ter graus de liberdade maior que zero.

As VD caracterizam os possiveis projetos ou condi¢des operacionais do
sistema e devem ter uma certa influéncia sobre a fungao objetivo.

Se uma funcdo objetivo € pouco sensivel a uma variavel de deciséo é
conveniente simplificar o problema assumindo um valor fixo para essa variavel.
Por outro lado, se o critério de desempenho € extremamente sensivel a uma
determinada variavel de projeto, talvez seja dificil reproduzir na pratica as
condigdes otimas calculadas.

1.7. Procedimento Geral para Solucionar um Problema de
Otimizacao
Ndo existe um procedimento ou método que possa ser aplicado
eficientemente para todo tipo de problema. A escolha do método depende:

e da caracteristica da fungéo objetivo (linear ou nao-linear; continua, discreta
ou mista)

e da natureza das restricdes (linear ou ndo-linear; continua, discreta ou mista)
e do numero de variaveis de decisao.

Podemos estabelecer 6 passos principais a serem seguindos na solugao de
problemas de otimizagao:

P1.Analise o processo e estabelega as variaveis de decisdo (VD) e as
auxiliares (VA’s).

P2. Estabelecga a fungéo objetivo (FO) em funcéo das variaveis identificadas no
item P1 e de coeficientes conhecidos.
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P3. Estabelecga as restricoes:
e balancos de massa e energia fungbes das VD’s e VA’s,
e relagdes constitutivas e/ou empiricas,
¢ limites operacionais maximos e minimos,

o faixa de validades das variaveis, por exemplo, temperaturas e
pressdes absolutas devem ser positivas, fragdes molares entre 0 e 1,
etc.,

e limites externos, por exemplo, capacidade maxima de consumo do
mercado.

P4.Se o problema é demasiadamente grande:
e subdivida em partes e/ou
e simplifique a fungéo objetivo e/ou 0 modelo do processo.

P5.Se possivel faga o mapeamento da fungcdo objetivo, isto €, verifique
graficamente como a FO varia com a mudanga das variaveis de decisao.

P6. Aplique as apropriadas técnicas matematicas de otimizagdo para o
problema.

P7.Aplique a analise de sensibilidade da FO, isto é, examine a sensilidade do
ponto de minimo/maximo e o valor da FO as mudancgas nos coeficientes
das fungoes e a alteragdes nas variaveis decisao.

Os passos P1, P2, P3 e P4 constituem a representacdo matematica do
problema, exigindo que a equipe responsavel pela otimizacdo do sistema
tenha:

(a) muito conhecimento a respeito do processo,
(b) muita atencdo e habilidades especificas em modelagem de processos.

Deve-se escolher um modelo o mais simples possivel (menor quantidade de
variaveis, equacgdes constitutivas enxutas) que representa adequadamente o
sistema.

Executando a etapa P5 temos condi¢cbes de saber sua ordem de grandeza e
de verificar como ela varia com determinada VD. O mapeamento da FO nem
sempre é simples de realizar embora seja sempre desejavel.

A aplicagao dos algoritmos de otimizagao (passo P6) é uma etapa simples,
desde que se tenha a mé&o programas de computador ja desenvolvidos e
testados. Porém se for necessario implementar ou desenvolver um novo
algoritmo sera necessario um grande esfor¢o (tempo e recursos humanos).

Na etapa P7, validacado dos resultados obtidos, € essencial a participagao de
engenherios e de técnicos que conhecem (bem) o sistema/processo otimizado.
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1.7.1. Mapeamento da Funciao Objetivo
Antes de executar algum algoritmo de otimizagéo, é interessante que seja
realizado o mapeamento da FO.

Veja o exemplo a seguir de uma fungdo Z de duas incégnitas (X,Y):
-8:.5:8 ;

x
y X ;

[X,Y] = meshgrid(x,y)

R sqrt(X.”*2 + Y.*2) + eps ;
Z

sin(R) ./R ;

-~

Utilizamos as fungbes de tragamento de graficos do MATLAB para mapear
de diversas maneiras a funcdo Z = seno(R)/R. Construimos os graficos
bidimensional (figura 1-d), tridimensional (figura 1-e), das curvas de nivel
(figura 1-f), combinagdo do grafico tridimensional com o das curvas de nivel
(figura 1-g), curvas de nivel pseudo-coloridas (figura 1-h).
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whitebg
plot(x,Z)

Figura 1-D: Grafico bidimensional

c = contour (x,y,2) ;

clabel (c) ;

Figura 1-F: Curvas de nivel

mesh (x,y,2Z)

Figura 1-E: Grafico tridimensional

meshc (x,y,2)

A

Figura 1-G: Tridimensional com
curvas de nivel
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pcolor(x,y,2)

8 6 4 2 0 2 4 6 8

Figura 1-H: Curvas de nivel pseudo coloridas

Se a FO tem mais de duas VD’s podemos:

(a) plotar varios graficos da FO com relagdo a diferentes pares das variaveis
de decisao,
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(b) plotar um grafico bidimensional no qual a ordenada é o valor da FO e na
abscissa os conjuntos de valores das variaveis de projeto, Figura 1-I. Por
exemplo

[nl,nc] = size(Z) ;
Vetorz = [ ] ;
for i =1 : nl
for j =1 : nc
VetorZ = [ VetorZ ; Z(i,j) 1 ;
end
end
whitebg
plot(VetorZ, 'r')

1

0.8 .

0.6 4

0.4 -

0.2 4

-0.2 .

_04 L L L L L
0 200 400 600 800 1000 1200

Figura 1-l: Grafico dos valores alinhados de uma fun¢ao bidimensional

Quando existem muitas VD’s o numero de calculos e/ou de graficos para
mapear a FO fica proibitivo, por exemplo, para 5 variaveis de decisdo com 20
pontos para cada, o nimero de vezes que a FO serd avaliada é 20° =
3.200.000.

1.7.2. Obstaculos a Otimizacao

Se a fungdo objetivo (FO) e as fungdes de restricbes (FR) forem "bem
comportadas" a otimizagdo nao apresenta grandes problemas. Particularmente
se a FO e as restricdes forem todas lineares esta disponivel um poderoso
método (Programacdo Linear) que resolve este problema de maneira
satisfatéria. Entretanto muitos problemas de otimizacdo s&o nao-lineares.

Muitos dos problemas praticos de otimizagdo em engenharia quimica
apresentam alguns das dificuldades abaixo:

P1.Nao disponibilidade de dados ou de um modelo matematico confiavel do
sistema.
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P2.Descontinuidades da FO ou das FR’s. Por exemplo, o pre¢co de um
compressor ou trocador de calor ndo varia continuamente como uma
funcdo das dimensdes, pressao, temperatura, etc. pois 0 incremento de um
parametro ndo afeta o custo em uma certa faixa de variagdo, porém para
uma outra faixa ocorre um salto no valor do equipamento.

P3. Nao-lineraridade da FO ou FR.

P4.A FO e a FR sao definidas através expressdes que contém complicadas
interacdes entre as variaveis de decisdo. A interacdo impede a existéncia
de um unico ponto 6timo.

P5.A FO ou a FR tem comportamento achatado ou exponencial em algumas
faixas de variagao das variaveis de decisao. Isto significa que o problema é
pouco ou extremamente sensivel, respectivamente, a mudancas dessas
variaveis.

P6.A FO apresenta muitos extremos locais perto da regido que contém o
extremo global.

Quando nao € possivel a aplicacao dos métodos de otimizacdo podemos:

(a) fazer um estudo de caso, isto é, escolher criteriosamente um numero
limitado de op¢des e analisar qual a melhor alternativa;

(b) fazer um estudo de sensibilidade, semelhante ao estudo de caso, apenas
mais sistematizado e com um ndmero maior de casos a analisar.
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1.8. Exercicios

E1.1.Crie uma nova fungao de duas VD’s acrescentando a funcdo Z do item
1.7.1 (pagina 26) um ruido randémico (a fungdo no MATLAB € rand).
Construa graficos bidimensionais, tridimensionais e de contorno. Analise
os resultados obtidos assumindo que a nova fungdo Z é uma FO.

E1.2.Desenvolva uma func&o objetivo para otimizar seus rendimentos. N&o
esqueca de estabelecer as restricbes impostas pelo sistema (patréo,
esposa(o), filhos, etc).

E1.3.Dada a fungdo f(x)=3x} +2x,x, +1.5x; construa seu graficos e ache o
ponto de minimo.

E1.4.Dada a fungdo f(x)=x; explx, — x} —10(x, — x, )2J , graficamente obtenha
o ponto de maximo. Estude a sensibilidade.

Ricardo Kalid - Otimizacao de processos quimicos: problemas sem restrigoes — kalid@ufba.br



c‘ . ) Labaratario de Controle e

Otimizacao Industrial

LACOI 32

www.LACO|.ufba.br

2. Conceitos Matematicos

A busca do ponto 6timo de uma FO é baseada em conceitos matematicos
bem conhecidos e extensamente estudados. Neste capitulo descreveremos e
aplicaremos alguns desses conceitos, porém nao seremos matematicamente
formais. Vamos procurar compreender ‘“intuitivamente" os conceitos
matematicos necessarios ao entendimento e utilizagcdo dos algoritmos
numéricos. Contudo se quisermos implementar algum algoritmo teremos que
"entrar no mundo do formalismo matematico" e estudar com maior
profundidade algebra linear, calculo diferencial, estatistica (para problemas de
reconcialiacao de dados e de estimativa de parametros) e calculo numérico.

A complementacgao dos tdpicos aqui apresentados pode ser encontrada nos
livros de calculo, calculo numérico e/ou algebra linear.

2.1. Definicoes

Uma matriz é um conjunto de numeros, simbolos ou fungdes dispostos em
linhas e colunas. Cada elemento de uma matriz A € denominado aj;, onde o
subscrito i corresponde a linha e o subscrito j a coluna corresponde.

all alZ alm
|G dp Ao
Zaxm :
anl anZ anm
Equacgao 2-A

Se o numero de linhas (n) for igual ao numero de colunas (m) entdo a matriz
€ denominada de matriz quadrada. Uma matriz quadrada particularmente
importante € a matriz identidade /. Esta matriz tem todos os elementos iguais
a zero, exceto os da diagonal principal (a; =1, i =1, ..., n), que s&o todos iguais
a1 (um).

1 0 0 0]
0 0 0
=nxn - O O .
BE 10
00 -~ 0 1]
Equacao 2-B
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Vetores sdo um tipo especial de matriz e tem apenas uma linha ou uma
coluna.

X
X,
znxl =
xl’l
Equacgéao 2-C

A transposta de uma matriz (éT) € a matriz resultante da troca das linhas
pelas colunas da matriz original, entdo o elemento aj; transforma-se no
elemento g; . A transposta de um vetor linha € um vetor coluna e vice-versa.

X :[xl Xy oot xn]

— lxn

Equacgéao 2-D
2.2. Operacoes Basicas com Matrizes e Vetores
Igualdade: A =B se e somente se a; = b;j, paratodoiej

Adiggo: = Cseesomentese c¢; =a;+ b;, paratodoie;j

> 1>

+B
e B devem ter as mesmas dimensdes

Multiplicag&o: Anxm X Bmxr= Cnxr

O numero de colunas da matriz A deve ser igual ao numero de linhas da

matriz B. Cada elemento da matriz C € obtido pelo somatério do produto dos
elementos da i-ésima linha da matriz A vezes os correspondentes elementos
da j-ésima coluna da matriz B :

m
¢y =2 auby
k=1

Equacao 2-E

Em geral a multiplicagdo de matrizes ndo € comutativa, isto é:
AB#BA

Equacao 2-F

Ricardo Kalid - Otimizacao de processos quimicos: problemas sem restrigoes — kalid@ufba.br



C‘ . ) Labaratario de Controle e

Otimizacao Industrial

LACOI 34

www.LACO|.ufba.br

Multiplicagdo de uma matriz por um escalar:
Cada elemento da matriz € multiplicada pelo numero escalar:

Sé = £©S.alj = bij

Equacao 2-G

Transposta de um produto de matrizes:

s) = "4

Equacgao 2-H

Produto interno entre dois vetores:
Seja x e_y dois vetores de dimenséo n, entdo

'y =y = 5y,
i=1

Equacao 2-
T n
x' x=Yx} é um escalar
i=1

Equacao 2-J

Se o resultado do produto interno entre dois vetores ¢é igual a zero, entdo esses
vetores sdo ortogonais, em vetores bi ou tridimensionais isto significa que os
mesmos s&o perpendiculares entre si.

Inversa de uma matriz:

Nao existe a versdo matricial da divisdo escalar. Por definicao a inversa de
uma matriz, necessariamente quadrada, é a matriz tal que

A'A=44"=1
Equacao 2-K

onde [ & a matriz identidade

Um uso freqlente da inversa de uma matriz é para expressar um conjunto de
variaveis em termos de um outro conjunto, uma operagdo importante em
problemas de otimizagdo com restricdes. Por exemplo:

z=Axe A z=x

Equacgao 2-L
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Determinante de uma matriz:

A funcdo determinante, ou simplismente o determinante de uma matriz
(necessariamente quadrada), é denotado por det[A] ou |Al. E um nimero
escalar indispensavel na investigacao de sistemas de equagdes lineares. Nao
iremos apresentar a definicdo do determinante, mas apenas como calcula-lo:

e para uma matriz de dimens&o 1, |Ax| = a1
e para uma matriz de dimensé&o 2, |Axx| = as1.822 - @r2.a21

e para uma matriz de dimensao 3,
|Asxs| = @11.(@22.@33 - @23.@32) - @12.(8@21.@33 - @23.@31) + @13.(a21.@32 - @22.831)

e para uma matriz de dimenséao n, utilize o comando do MATLAB: det(a)
Derivada de uma fungdo escalar de um campo vetorial:

Seja uma funcao escalar de um vetor de n variaveis f(x) , define-se vetor
gradiente ou simplismente gradiente de f(x) ao operador

I)
Al
vr(x) -2
Ox M
dcl’l
Equacao 2-M

Define-se a matriz Hessiana ou simplesmente Hessiana(o) de f(x) , H(x) , a
matriz das derivadas segunda ordem de de f(x):

7 fx) k) 2 f)]
&12 @51&2 dcldcn
2 () s 97 &) 2 (x) 2 f(x)

o
L R L
) ) k)
EXEyY? &l |

Equacao 2-N

Sejao vetor b, nx 1, de coeficientes constantes entao

ob" x ob" f(x) Fﬁz)}rlz

—=b =
ox ox ox

Equacao 2-O
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Sejaos vetoresx e z,nx1, eamatriz A, nxn, a partir da definigdo dada
pela equacao 2-m demonstra-se que:

Alx" 4

—()_C =g) = Az
ox =

Equacao 2-P

Olx" Ax
ox = =~
Equacao 2-Q
Se A é simétrica vale a seguinte expresséo

=2Ax
ox =

Equacao 2-R
e a partir da equagao 2-n, se A além de simétrica for real, entdo

oL Ay
ox’ -

Equacgao 2-S

2.3. Independéncia Linear, Matriz Singular e
Rank ou Posto de uma Matriz

Matriz cujo determinante é igual a zero € denominada de matriz singular. Isto
acontece quando todos os elementos de uma ou mais linhas (ou colunas) séao
nulos ou quando uma ou mais linhas (ou colunas) da matriz tem uma
dependéncia linear com outra(s) linha(s) [ou coluna(s)], isto &, podemos
escrever uma linha (ou coluna) como uma fungéo linear de uma ou mais linhas
(ou colunas) da matriz.

Portanto se o determinante de uma matriz € zero, esta matriz € singular e
suas linhas ou colunas sao linearmente dependentes. Para matrizes quadradas
linhas dependentes implicam em colunas dependentes.

Por definigdo as colunas da matriz A, g;, séo linearmente independentes se
Zdjgj =0 seesomentese d;=0 qualquer que sejao j
j=1

Equacao 2-T
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A dependéncia linear ocorre quando para algum valor ndo nulo de d; a
equacao 2-t é satisfeita.

O rank ou posto de uma matriz € definido como o numero de colunas
linearmente independentes (< n). Também pode ser entendido como a
dimensao da maior matriz quadrada nao-singular obtida pelo particionamento,
de todas as maneiras possiveis, da matriz original.

2.4. Operadores Linha ou Coluna

Operagdes de multiplicagado/divisao de uma linha (ou coluna) por um
escalar, bem como adi¢gao de uma linha (ou coluna) a outra linha (ou coluna)
nao modificam o determinante de uma matriz.

Operacodes nas linhas de uma matriz podem ser utilizadas para obter a
inversa da mesma. Para tanto, aumente a matriz quadrada A com a matriz

identidade |,
4, =4l

Equacgao 2-U

entdo pré-multiplique a matriz aumentada por 4'1

a7 ][
Equacao 2-V

A equacéao 2-v demonstra que efetuando operagdes-linha em A da matriz Aayg,
de forma a transformar A na matriz /, e repetindo as mesmas operagdées na
matriz [ da matriz Aaug, Obtemos A" na parte aumentada de A.

2.5. Solu¢ao de Sistema de Equacoes Lineares

Uma equacéo linear € uma expressao da forma

a,x, +a,x, +---a,x, =b

n

Equacao 2-W

Em muitos problemas de otimizagdo € necessario obter a solugao de
sistemas de equacdes lineares. Considere que os elementos de uma matriz A,
de dimensado n x n, sdo os coeficientes de um sistema de n equagdes e n
incognitas:
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a;; 4y a,, | % b,
a a a X b
21 2 .271 21|17 | o éi -b
anl an2 e ann ‘xn bn
Equacao 2-X

entdo, para b= 0 e se a matriz A for ndo singular, isto &, se existir 4'1, a
solucdo da equacéo 2-x € dada por

xzé_lb
Equacao 2-Y

Se o rank da matriz Awxn for n, entdo existe uma unica solugao, ou seja o
sistema de equacdes é linearmente independente. Caso contrario, ou seja, |A|
= 0, entdo o sistema tem infinitas solugdes ou a solugao nao existe.

Se b = 0, a equacdo 2-x tem duas solucoes:
e asolucéo trivial: x=0

e a solugéo ndo-trivial: x # 0, neste caso det[A] =0

2.6. Graus de Liberdade

Seja um sistema com n incégnitas e r equacoes

e Se n>r o sistematem g/=n-r graus de liberdade e para soluciona-lo
tem-se que atribuir valores a g/ variaveis.

e Se n=r o sistema ndo tem graus de liberdade; para sistemas lineares de
gl =0 se o mesmo tiver solugdo, ela é unica; para sistemas de equagdes
nao lineares de g/=0 nada se pode afirmar, por exemplo, a equagéao
seno(x) = 0 tem infinitas solu¢des, enquanto uma equacao do segundo grau
tem até duas solucdes.

e Se n<r o sistema tem g/<0 ; se o sistema é linear ele esta sobre-
determinado e deve-se eliminar algumas equagdes para poder ser
solucionado; se o sistema é nao linear as (n-r) equagdes a mais podem
ser utilizadas para encontrar possiveis conjuntos viaveis.

Da discussdo acima verifica-se que os sistemas nao-lineares sdo mais
complexos e consequentemente de solugdo mais dificil.

Para otimizar um sistema linear o mesmo deve ter graus de liberdade
(gl > 0). A otimizagdo se da através da escolha criteriosa, e por intermédio de
um algoritmo numérico, do valor de g/ variaveis que maximizem/minimizem
uma fungéo objetivo.
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Para otimizar um sistema n&o-linear é desejavel que o mesmo tenha graus
de liberdade (g/ > 0), pois se g/ = 0 a pesquisa do ponto 6timo sera apenas nas
solugdes do sistema de equagdes, enquanto que para g/ >0 o algoritmo de
procura tem mais liberdade de agir.

2.7. Autovalores e Autovetores

Uma matriz A nxn tem n autovalores. Define-se um vetor ndo-nulon x 1,
v, de autovetor, o qual esta associado com o autovalor o da seguinte forma

Av=ay
Equacao 2-Z

Para cada autovalor corresponde um autovetor. Os autovalores e
autovetores fornecem informacgdes a respeito da natureza das fungbes em uma
otimizagao.

Se todos os autovalores de uma matriz A sdo positivos (maiores que zero),
entdo A é positiva definida e tem inversa. Se todos os autovalores de uma
matriz A s&o negativos (menores que zero), entdo A é negativa definida.

Rearranjando a equagao 2-z obtemos
(U-alk=0

Equacao 2-AA

cujas variaveis desconhecidas sdo os autovalores o e os autovetores Vv .
Devido o lado direito da equagao 2-aa ser zero, duas solugdes sdo possiveis:

e asolucéo é trivial: v=0

e ou existe mais de uma solugéo, entédo det[A - af] = 0.

2.8. Estudo de Funcio

Seja uma fungao de uma unica variavel, f(x) , a condicdo necessaria, mas
néo suficiente, para que um ponto x*, que ndo esteja na fronteira do dominio da
funcado, ou simplesmente ponto interno, seja ponto de maximo ou de minimo é
que a derivada da fungdo neste ponto seja nula.

Seja o ponto x* o ponto critico ou ponto estacionario isto é f(x*) = 0. Este
ponto pode ser um ponto de maximo, de minimo ou de inflex&do, veja a figura 2-
a.
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Figura 2-A: Fungdao monovariavel

A condigdo suficiente para que x* seja um minimo local € que f(x*)=0 e
f"(x*) >0, ou seja, se f(x*)=0 e f'(x*)>0 entdo x* é ponto de minimo.
Porém existem pontos de minimo que ndo atendem a essa condicdo, dai a
condicgo suficiente. Por exemplo em f(x).= x**, x*=0 é o ponto de minimo,

embora f'(x*) nao seja definido neste ponto.

A condigédo suficiente para que x* seja um maximo local é que f(x*)=0 e
f"(x*) <0, ou seja, se f(x*)=0 e f(x*)<0 entdo x* é ponto de minimo.
Porém existem pontos de minimo que ndo atendem a essa condicao, dai a
condicdo suficiente.

A condigdo necessaria para que o ponto x* de uma fungcdo multivariavel seja
estacionario € que todas as derivadas parciais da funcdo em relagdo as suas
variaveis sejam nulas naquele ponto, isto é, f(x*) =0

A condigéo suficiente para que o ponto x* de uma fungdo multivariavel seja
minimo local € que a matriz das derivadas parciais de segunda ordem da
funcdo em relagdo a todas as suas variaveis seja positiva definida naquele
ponto, isto &, H(x*) > 0.

A condigéo suficiente para que o ponto x* de uma fungdo multivariavel seja
maximo local € que a matriz das derivadas parciais de segunda ordem da
funcdo em relagdo a todas as suas variaveis seja negativa definida naquele
ponto, isto &, H(x*) <O0.

Na secdo 2.11 sera apresentado o conceito de matriz positiva (negativa)
definida. Por ora basta entender que existe um paralelo entre esse conceito € 0
de derivada positiva (negativa) de segunda ordem de uma fungéo
monovariavel.
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2.9. Continuidade de Funcoes

Em problemas de otimizacdo € melhor que as funcbdes e suas derivadas
sejam continuas. Na figura 2-b vemos um grafico de uma fungéo descontinua,
enquanto que na figura 2-c temos uma fung¢ao continua, mas com derivada de
12 ordem descontinua.
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Figura 2-C: Fungao continua com

Figura 2-B: Fungao descontinua
derivada descontinua

Uma fungdo monovariavel é continua no ponto x, se:
a) f(x,) existe
b) lim f(x) existe

) lim /(x)=/(x,)

Uma func&o de duas variaveis é continua no ponto (Xo,Yo) Se:
a) f(xo,yo) existe

b) lim : f(x,y)existe

(x,3)-(x,.7,

C) hm f(x’y):f(xo’yo)
(x.3)=>(x,.5,)
Quanto mais afastada estiver a descontinuidade do ponto de maximo
(minimo) da func&o, mais facilmente este ponto é encontrado.

Se uma fungao nao é continuamente diferenciavel, veja figura 2-c, métodos
de otimizagdo que utilizam derivadas ndo podem ser empregados, pois a
derivada nao é definida nos pontos de descontinuidade de f(x).

Um exemplo de descontinuidade acontece no projeto de tubulagdes. Existe
um numero finito de diametros de tudo disponiveis para compra, veja figura 2-
d, portanto a escolha do didametro recaira entre uma dessas opcdes. Para
resolver esse problema existem duas alternativas:
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a) considerar fungdes de restricdbes discretas e realizar uma otimizacao
discreta, neste caso os algotimos numéricos s&o mais complexos;

b) considerar variagbes continuas para o didmetro da tubulagao e aproximar o
resultado para a bitola mais préxima (ponto sub-6timo), para fins de

engenharia este procedimento é satisfatorio.
20 T T T - o

18} o |

16 o 1

14} S 1

12t o 1

Custo

10 F o i

0 2 4 6 8 10
Didmetros de tubos comercialmente disponiveis

Figura 2-D: Custo de instalagao de tubulagcao em funcao do diametro

2.10. Func¢oes Unimodais e Multinodais

Na formulagcdo de uma fungao objetivo € melhor, se possivel, escolher uma
unimodal (que tenha um uUnico ponto de maximo ou de minimo) que uma
multinodal.

Numa fungdo unimodal o extremo local € o extremo global; enquanto que
numa fungdo multinodal existem varios extremos locais, um dos quais é o
extremo global. Os métodos numéricos apenas detectam extremos locais.

2.11. Funcoes Concavas e Convexas

Funcdes convexas e cOncavas sao unimodais.

A determinac&o da convexidade ou concavidade ajuda a estabelecer se um
extremo é também o extremo global.

Uma fungdo é denominada céncava (tem ponto de maximo, figura 2-e) em
uma certa regido R, se para todos os pares (Xa,Xp), pertencentes a regiao R,

f10x, +(1-0)x, ]2 (x,)+(1-6)f(x,)
Equacao 2-BB

onde 0<6<1 . A fungédo é estritamente cbncava se apenas a relagcao de
desigualdade (>) é atendida.
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Uma fungéo € denominada convexa (apresenta ponto de minimo, figura 2-f)
se na equacao 2-bb o sinal de > for substituido por <, e estritamente convexa
se o sinal de desigualdade for <.

Intuitivamente, uma superficie f(x) € concava se um segmento de reta que
une dois pontos desta superficie esta sempre na ou sob a superficie.
Similarmente f(x) € convexa se um segmento de reta que une dois pontos
desta superficie esta sempre na ou sobre a superficie. Um plano (ou reta, ou
funcao linear) € uma funcao convexa e cdncava ao mesmo tempo, embora nao
seja estritamente convexa ou céncava.

500

-1000

-1500

-2000

30 20 0 0 10 20 30 40 50

Figura 2-E: Funcao concava

3000

2500

2000

1500|

1000|

500|

0 1 1 L 1 1 1 1
30 20 -10 0 0 20 30 40 &0

Figura 2-F: Fungao convexa
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A equacao 2-bb ndo € uma maneira conveniente de testar a concavidade ou
convexidade de uma fungdo. Em seu lugar utiliza-se a segunda derivada de
fix), «8°f(x), freqlientemente denominada de matriz de Hessian ou matriz
Hessiana de f(x) e denotada por H(x), uma matriz simétrica das derivadas de
segunda ordem de f(x).

Por exemplo, se f(x) € uma fungéo quadratica de 22 ordem
f()_c) = h“xl2 + h,x,x, + hzzxz2
Equacgao 2-CC
a Hessiana é dada por
’fx) 2°f(x)
&l Aax, | [2}1“ h,, }

o’ flx) 2*fx)| | by 2hy,
dczdcl 0"}‘:22

H(x)=V’f(x)=

Equacao 2-DD

Analogamente as fungdes monovariaveis, a matriz das derivadas segundas
de uma fungédo multivariavel, ou seja a Hessiana, determina se uma fungéo tem
um maximo ou um minimo em uma regiao, ou seja, a matriz H(x) estabelece se
a fungéo é céncava ou convexa numa dada regiéo, respectivamente.

Resumindo, dada uma funcdo objetivo f(x) a sua matriz Hessiana H(x)
determina a sua natureza:

1. Para f(x) ser estritamente convexa H deve ser positiva definida.
Para f(x) ser convexa H deve ser positiva semi-definida.
H é positiva definida se e somente se )_(T;I)_< € >0 paratodo x=0.
H é positiva semi-definida se e somente se x'Hx é >0 para todo x # O.
Se todos os autovalores de H forem positivos (>0) entdo H é positiva
definida.
Se todos os autovalores de H forem ndo-negativos (>0) entdo H é positiva

semi-definida.

2. Para f(x) ser estritamente concava H deve ser negativa definida.
Para f(x) ser céncava H deve ser negativa semi-definida.
H é negativa definida se e somente se )_(T;I)_< € <0 paratodo x=0.
H é negativa semi-definida se e somente se )_(T;I)_( € <0 paratodo x=0.
Se todos os autovalores de H forem negativos (<0) entdo H é negativa
definida.
Se todos os autovalores de H forem nao-positivos (<0) entdo H € negativa

semi-definida.

3. H é indefinida se x'Hx <0 paraalguns x e x'Hx >0 para outros.
Se uma funcdo tem um ponto estacionario onde a matriz Hessiana tem
autovalores negativos e positivos, a fungéo ndo € céncava e nem convexa.
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4. Para f(x) ser simultaneamente cdncava e convexa H = 0, e neste caso f(x) é
uma fungéo linear.

Algumas vezes utiliza-se o fato de que a soma de fungbes convexas
(cdbncavas) também é uma fungdo convexa (concava). Ou seja, podemos
analisar f(x) em termos das fungdes que a compde. Se uma fungdo é
separavel, isto é, f(x)=fi(x)+fax) , e se fi(x) e fox) sado convexas
(cdbncavas) entdo f(x) também é convexa (cdncava).

2.12. Regiao Convexa

Sao raros os problemas praticos sem restricdes. As restricdes podem ser
impostas aos valores que as variaveis de decisdo podem assumir ou sobre a
prépria funcdo objetivo. Em geral as restricbes sado expressas em termos de
equacodes e/ou inequagdes

g (g): 0 parak =1.2,... .0
e

gk(g)é 0 parak=0+10+2,....n
Equacao 2-EE

E importante o tipo da regido de busca definida pelo conjunto de restricdes
do problema. Regibes convexas sdo mostradas na figura 2-g (a) e (b).

X
2 Xy

Regido viavel

Regido viavel

T~

| s .

@ (b)

Figura 2-G: Regidoes convexas
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Na figura 2-h vemos regibes viaveis ndo-convexas.

8]

Regidio viavel

Regido vidvel

4 4
. (b)

Figura 2-H: Regides nao-convexas

Se uma regidao € completamente limitada por fun¢des cdncavas do tipo
gi(x) > 0, entdo € uma regido convexa fechada. Por outro lado se a regido de
busca é restrita por inequagdes da forma gi(x) <0 e convexas, entdo é uma
regidao convexa aberta.

Encontramos muitas variagdes quanto ao tipo e numero de extremos de uma
FO e das suas FR's. No caso geral, € necessario encontrar todos os extremos
locais e compara-los para determinar o extremo global. Este procedimento nem
sempre é exigido quando certas combinagdes de FO's e FR's estdo presentes.

Considere uma fungao objetivo céncava restrita por uma regido convexa.
Como a FO é cbncava ela admite maximo local que também sera o maximo
global, pois se a regidao € convexa, na figura 2-i(a) e (b) observa-se que apenas
um ponto de maximo € encontrado. Este, portanto é o maximo local e global.
Observe que se a regidao nao for convexa existem varios maximos locais, veja
figura 2-i(c), e a comparagao entre os mesmos € necessaria. Similarmente para
uma fungdo convexa numa regido convexa, existirA apenas um ponto de
minimo.
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ponto de mézmo fora ponto de mézmo dentro
da regrio convexa, da regifio convexa. Minimos

locasem &, B, Ce D
Figura 2-I: Relagdes entre FO's e regioes viaveis

Por outro lado pode existir mais de um ponto de minimo numa FO cdncava
numa regiao convexa conforme é mostrado na figura 2-i(b), ou mais de um
ponto de maximo numa FO convexa de uma regiao convexa.

Funcbes lineares sdao ao mesmo tempo cbncavas e convexas, portanto,
quando a regido de busca & convexa, admite apenas um maximo € um minimo
local.

Assim se a FO's e suas FR's sdo bem comportadas a procura do ponto
6timo é facilitada.

Se uma FO é bem comportada para a maximizagdo nao implica que sera na
minimizagcao e vice-versa. Assim a minimizagcao de funcbes cbncavas e a
maximizacao de fungdes convexas envolve mais de um ponto 6timo.

Se na figura 2-i(c ) a pesquisa do ponto 6timo comecar pelo lado esquerdo
da regi&o viavel o ponto alcangado sera o maximo local (n&o global), por outro
lado se a busca for iniciada pelo lado direito sera atingido o maximo global.
Portanto, para uma regido ndo-convexa temos que comparar todos os pontos
extremos entre si para determinar o extremo global. Uma alternativa para
resolver este problema €& completar a regido ndo-convexa (area amarela da
figura 2-j) de forma a torna-la convexa (area amarela mais azul da figura 2-j) e
encontrar o extremo, que sera o global se estamos minimizando uma fungéo
convexa numa regiao convexa, ou se maximizando uma fungdo convava numa
regiao convexa..

Ricardo Kalid - Otimizacao de processos quimicos: problemas sem restrigoes — kalid@ufba.br



C‘ . ) Laboratério de Controle e

Otimizacao Industrial

LACOI 48

www.LACO|.ufba.br

40 .
e Inacdtno
S local e
55
20
N
15
10
"
., .
5 ™~ Regiio ¥iavel
S ~
s e ~. .
"
S

H

1
Figura 2-J: Regido ndao-convexa transformada em convexa

2.13. Condicoes Necessarias e Condicoes Suficientes
para um Extremo de uma Funcao Irrestrita

A maneira mais facil de estabelecer as condicbes necessarias e as
condigbes suficientes para que um ponto x seja minimo ou maximo € através
da expansao em série de Taylor da fungdo f(x) em torno do presumivel ponto
extremo x*

£0)= £l )+ v e Jax + %(AET Jv2£(x")ax + 0, (Ax)
Equacao 2-FF

onde Ax=x-x*. Assumindo que todos os termos da equacao 2-ff existem e
os termos de ordem igual ou superior a 3 sao despreziveis, pode-se concluir a
respeito dos pontos estacionarios por intermédio das derivadas de f(x) .

Por definigdo, um minimo local no ponto x* é tal que nenhum outro ponto
nas vizinhangas de x* gera valores de f(x) menores que f(x*), ou

f@)- 1)z 0
Equacgao 2-GG

X* € minimo global se a equacgédo 2-gg é atendida para todo x pertencente a
regido viavel. Analogamente, x* & maximo local se

)=l )<o
Equacao 2-HH
Examinando o segundo termo do lado direito da equacdo 2-ff: V'f(x)Ax,

chega-se a conclusdo que V'f(x*)=0 , pois como Ax assume valores
negativos e positivos, para que a condicdo de minimo (equacao 2-gg) ou de
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maximo (equagao 2-hh) seja sempre satisfeita, por menor que que seja Ax ,
V'f(x*) deve ser sempre nulo, sendo essa condigdo seria violada, pois, para
valores muito pequenos de Ax ,0s termos das derivadas de ordem igual ou
superior a 2 séo despreziveis em relagéo ao elemento das derivadas de 12.

Portanto para x* ser ponto estacionario o gradiente de f(x) deve ser nulo em
X", VTf(>_<*) = 0 . Essa condigao é apenas necessaria pois o ponto x* pode ser
ponto de sela ou ponto de inflexao.

Se a condicdo necessaria (V'f(x*) = 0) é atendida, entdo V?f(x*) deve ser
maior que zero para que Xx* seja ponto minimo, pois a equagao 2-gg deve ser
satisfeita mesmo para valores muito pequenos de Ax , e nesse caso o0s termos
de ordem igual ou superior a 3 da equagao 2-ff sdo despreziveis em relagéo ao

termo da derivada 22. Raciocinio analogo com a equagio 2-hh pode ser feito
para interpretar se um ponto estacionario € maximo.

Logo para x* ser ponto de minimo, V'f(x*)=0 e sz()_(*) > (0 . Essa condigao
¢ apenas suficiente pois pode ser que a 22 derivada ndo exista no ponto x*,
apesar deste ser ponto de minimo. Similarmente raciocina-se para o ponto de
maximo.

Se VA(x*)=0 e sz(>_(*) =0 entdo x* é ponto de sela.

Resumindo as condigbes necessarias (CN1 e CN2 abaixo) e as condigdes
suficientes (CS3 e CS4) que garantem que x* € um extremo sdo as seguintes:

CN1. f(x) seja uma vez diferenciavel no ponto x*.
CN2. Vf(x*) = 0, isto é, x* seja um ponto estacionario.
CS1. f(x) seja duas vezes diferenciavel no ponto x*.

CS2. V2f(x*) = H(x*) seja positiva definida para que um minimo exista em x*,
e seja negativa definida para que um maximo exista em x*.

Na tabela 2-a vé-se um resumo das condi¢des discutidas nesta sec¢ao.
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Tabela 2-A
VA(x*) H(x*) = V*f(x*) | Ax".V*f(x*).Ax | Préximo de x* | Pode-se afimar
fix) -fix) que
=0 nao é ponto estacionario
=0 positiva >0 >0 existe minimo
definida
=0 positiva semi- >0 possivelmente | possivelmente
definida >0 existe minimo
=0 negativa <0 <0 existe maximo
definida
=0 negativa semi- <0 possivelmente | possivelmente
definida <0 existe maximo
=0 indefinida ambos >0e >0,<0ou nada se pode
>0, nenhum dos afirmar
dependendo dois
de Ax
Observacdes:

e VIf(x) que é o gradiente da funcao f(x).

e H(x) = V*f(x) é denominada de matriz Hessiana de f(x), ou simplesmente
Hessiano(a) de f(x).

e Alguns autores denominam o determinante de V?f(x) de Hessiano de f(x), ou
seja, H(x) = det[V?f(x)] , porém esta ndo é a nomeclatura adotada neste

trabalho.
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2.14. Interpretacio da Funcio Objetivo em

Termos de uma Aproximaciao Quadratica

Se uma fungao de duas variaveis € ou pode ser aproximada por uma fungao
quadratica do tipo

f(g) =b, +bx, +b,x, + b11x12 + b22x22 +b,x,x,
Equacao 2-li

entdo os autovalores da matriz Hessiana de f(x) podem ser utilizados para
interpretar a natureza de f(x) nos pontos estacionarios x*. A tabela 2-b lista
as conclusdes que podem ser alcangadas examinando os autovalores de H(x™),
e as ilustram as diferentes superficies correspondentes a cada tipo de funcao
quadratica.

Tabela 2-B: Interpretacao geométrica de uma fungao quadratica

Relagdo Sinal | Sinal | Tipode | Interpretagdo Ponto Problema de .
Caso entre os o L L Fig.
Qg o contorno geomeétrica estacionario otimizagao
autovalores
1 o = oy - - Circulo Monte circular | Maximo bem—compoﬁgdo 2.11
e raro na pratica
2 o = o + + |Circulo | Vale circular | Minimo bem-comportado |, 4
e raro na pratica
3 o> a - - Elipse Monte eliptico | Maximo bem-comportado 212
[ e mais freqliente | <
4 o> o + + | Elipse Vale eliptico | Minimo bem-comportado |, 4,
1o B2 e mais freqiiente |~
5 |oq| = Jog] + - Hipérbole | Sela simétrica | Ponto de sela | degenerado 213
6 log| = Jog| - + Hipérbole | Sela simétrica | Ponto de sela | degenerado 213
7 o > oy + - Hipérbole | Sela alongada |Ponto de sela | degenerado 213
8 o, =0 - Reta Cond!lhe!rg Infinitos degenerado 215
estacionaria
Vale -~
9 a,=0 + Reta estacionario Infinitos degenerado 2.15
. Cordilheira
10 o, =0 - Parabola crescente No « degenerado 2.16
. Cordilheira
11 o, =0 + Parabola decrescente No o degenerado 2.16

Uma funcéo objetivo é dita bem-comportada quando seus contornos formam
uma regiao convexa.

Como mostrado na tabela 2-b os autovalores da matriz Hessiana de f(x)

indicam a forma da superficie formada por f(x). Por sua vez os autovetores de
H(x) correspondem as diregdes dos principais eixos dos contornos de f(x). Esta
informacéao pode ser utilizada para definir dire¢cdes de pesquisa mais eficientes.
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Figura 2-K: Geometria de FO de 22 ordem de duas VD’s: contornos
circulares
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Figura 2-L: Geometria de FO de 22 ordem de duas VD’s: contornos
elipticos
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i)

Figura 2-M: Geometria de FO de 22 ordem de duas VD’s: ponto de sela

Figura 2-N: Geometria de FO de 22 ordem de duas VD’s: vale

gz

Figura 2-O: Geometria de FO de 22 ordem de duas VD’s: cordilheira
decrescente
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2.15. Exercicios
E2.1.Utilizando a definicdo de inversa de uma matriz, expresse o vetor x em
funcao do vetor z.
Z1=X1+ X0
Z> =2X1 + X

E2.2.Utilizando a técnica da matriz aumentada (operadores-linha) calcule a

inversa de A:
1 4
A=

Compare a matriz A" com a inversa calculada pelo comando inv (a) do
MATLAB.

E2.3.Calcule a solugao dos seguintes sistemas de equacgdes lineares: Ax=b5b

(a) 4=F ﬂm=1}
270 2177 o

2 2 6

(b) 4= ;b=
= |1 1 5]
(2 2] 6]

(c) 4= ;b=
= |1 1 3

E2.4.Utilizando a equagédo det[A - af] = 0 calcule os autovetores e autovalores

1 2
da matriz A:[z J . Compare os resultados com os obtidos pelo

comando [v,d] = eig(A)

, D, ~ 1
E2.5.Determine os pontos estacionarios da fungao f(x)=—; E— e
X 4+2x" +x" +1

classifique-os.
E2.6.Verifique a regido na qual f(x) e f(x) s&o continuas:

a) f(x)=—
b) f(x)=1n(x)

E2.7.Estude a variagdo da funcdo f(x) = 2x*>- x* , isto &, estabeleca as regides
de concavidades e/ou convexidades, calcule os pontos estacionarios e
obtenha o valor de de f(x) nesses pontos. Trace graficos de f(x).

Ricardo Kalid - Otimizacao de processos quimicos: problemas sem restrigoes — kalid@ufba.br



. Labaratario de Controle e
Otimizacao Industrial 56

www.LACO|.ufba.br

E2.8.Determine a convexidade/concavidade das fungdes abaixo:
a) f(x) = 2x1% - 3x1x2 + 2x5°
b) f(x) = x12 + X1X2 + 2x2 + 4
C) fix)=2x1+ 3x2+ 6
d) f(x) = 2x:% + 2x1X2 + 1,5%2 + Txq + 8xo + 24
E2.9.Determine a regido viavel e verifique, através da Hessiana e de graficos,
se a mesma é convexa ou nao:
a)-x12+xz31;x1-xz3—2 b)—x12+xz31;x1-xzf—2
C)X126; x2<6; x120; x2>20; x1+Xx2<6
E2.10.Classifique os pontos estacionarios e verifique se as condigdes
necessarias e as suficientes sdo atendidas:
a) f(x) = x**°
b) f(x) = 4x°
C) f(x) = x>+ X5 - 3x1 + 8x3 + 2
d) f(X) = 4 + 4,51 - 4x2 + X1° + 2x2% - 2x1X2 + X1* - 2 X4°X2
E2.11.Happel e Jordan (Chemical Process Economics, Marcel Dekker, New

York, 1975, p. 178) desenvolveram uma funcdo objetivo (custo) para
uma coluna de destilacao:

f(n,P,R) = 14720(100 - P) + 6560R - 30,2PR + 6560 - 30,2P +
19,5n(5000R - 23PR +5000 - 23P)%° +
23,2(5000R - 23PR + 5000 - 23P)%%?

onde n € o numero de estagios tedricos, R é arazdo derefluxoe P éo
percentual de recuperagdo da corrente do fundo. Qual o ponto 6timo?
Neste ponto a FO é convexa? Existe alguma regido ndo convexa nas
vizinhangas do ponto 6timo?

E2.12.Uma reagdo homogénea converte 2 compostos orgéanicos (A e B) num
produto P pelo aquecimento do meio reacional. Os reagentes podem ser
injetados no reator, enquanto que vapor passa por uma serpentina para
aquecer o meio reacional.

Ricardo Kalid - Otimizacao de processos quimicos: problemas sem restrigoes — kalid@ufba.br



C‘ . ) Labaratario de Controle e

Otimizacao Industrial

LACOI

www.LACO|.ufba.br

57

O produto P pode ser vendido a 50%/kg-mol. Para 1 kg-mol de
alimentagdo, o custo da alimentagdo (em $/kg-mol) é uma funcdo da
fragdo molar de A (xa) e € dado por f(xa) = 2 + 10x4 + 20x,> . O custo do
vapor (em dolares) € uma funcdo de S (kg de vapor/kg-mol de
alimentacdo) e é g(S)=1+0,003S + 2x10°S? . O rendimento a P &
dado por yp(xa,S) =0,1+0,3x4 + 0,001S + 0,0001x4S , onde as unidades
de yp sdo kg-mol de P/kg-mol da alimentacao. Pede-se

a) Obtenha a fungao lucratividade (base de 1 kg-mol de alimentagdo) em
funcao de
Xp © S

b) Maximize a FO sujeita as seguintes restricoes: 0<xp<1 e
S>0

c) Demonstre matematicamente se f € uma fungédo cdbncava ou convexa?

d) A regiao viavel é convexa? Por que?

Ref.: Todos os exercicios foram extraidos ou adaptados de Edgar, T. F. &

Himmelblau, D. M. "Optimization of Chemical Processes".
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3. Formulagao Matematica de um Problema de
Otimizacao

Podemos sub-dividir o problema de otimizagdo em trés etapas:
E1. Expressado em linguagem matematica do problema.

e Identificacdo das variaveis de decisdo (VD’s) e das auxiliares (VA’s,
todas as demais variaveis e constantes)

e Identificacdo do objetivo (FO)

e Identificagao das restricdes (FR’s)
E2. Resolugdo das equagdes e obtenc¢ao do(s) ponto(s) otimo(s).
E3. Interpretacao dos resultados.

Dessas trés etapas, sem duvida nenhuma, a primeira, ou seja, a formulagéo
matematica do problema é a mais dificil e critica. Dificil pois requer um
profundo conhecimento do sistema a ser otimizado e o levantamento de
informacdes nem sempre disponiveis ou quantificaveis de maneira precisa.
Critica porque as demais etapas dependem dela.

O desenvolvimento da fungao objetivo e de suas restrigdes requer que
sejam arbitradas hipdteses simplificadoras, que preservem as principais
caracteristivas do sistema e que possibilitem a resolugao do problema. Ou seja,
deve-se estabelecer um modelo matematico simultaneamente simples e fiel
aos fenbmenos do sistema. Nao existe um procedimento padronizado para
desenvolver um modelo matematico de um sistema. Na verdade esta tarefa é
uma arte que deve ser aprendida a partir da realizagado de varios exercicios e
exemplos.

A resolugao do problema de otimizagao se resume a aplicagao de algoritmos
numeéricos adequados a cada classe de problemas. Esta tarefa nao é
complicada, embora o desenvolvimento e implementagcao de novos algoritmos
o seja. Porém ja estdo comercialmente disponiveis otimos "pacotes
computacionais":

PCO1.IMSL (International Mathematical and Statistical Library),
PCO2.NAG (Numerical Algorithms Group),

PCO3.HARWELL,

PCO4.NUMERICAL RECIPES in C, FORTRAN, PASCAL,
PCO5.TOOLBOX DE OTIMIZAGAO DO MATLAB.

Neste curso ficaremos mais interessados em aplicar corretamente os
algoritmos implementados no MATLAB.

A interpretacdo dos resultados obtidos € outra etapa que requer muita
atencado e conhecimento a respeito do sistema. Por exemplo, quando existe a
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multiplicidade de pontos extremos a escolha do melhor pode recair sobre um
extremo local diferente do global, mas que apresente caracteristicas mais
apropriadas para o sistema.

Como foi dito no Capitulo 1, a expressdo matematica de um problema de
otimizacao tem duas partes:

P1.a fungéo objetivo (FO), ou seja, o critério de desempenho a ser atingido,
cuja especificagao é obrigatoria;

P2.as restrigbes ou fungbes de restricdo (FR), que estdo quase sempre
presentes.

De maneira geral as restrigbes podem ser escritas sob a forma de
equacgdes (algébricas ou diferenciais) e/ou inequacgdes (algébricas ou
diferenciais).

Genericamente o problema de otimizagao pode ser formulado da seguinte
forma

min f(x)

sujeito a g(;) =0
e/ou h(x)<0

Equacao 3-A

Para resolver os problemas linearres ou ndo-lineares de otimizagdo com ou
sem restricdes existem inumeros métodos numéricos. Nos capitulos 4, 5, e 6
descreveremos alguns dos algoritmos mais utilizados nos problemas de
engenharia quimica.

Nas sec¢des 3.1, 3.2 e 3.3 estudaremos como definir a FO e suas FR's.

3.1. A Funcao Objetivo (FO)

Devemos ser capazes de traduzir expressdes verbais do tipo maximizagao
do lucro ou minimizagdo dos custos em termos matematicos. Devemos
expressar a FO em termos de unidades monetarias ou em unidades
quantificaveis, e omitir expressodes filoséficas do tipo "construir um mundo
melhor" ou "desenvolver uma sociedade mais humana". Também n&o
trataremos de problemas que envolvem multiplas fungdes objetivos.

Na definigdo da FO podemos considerar apenas objetivos econémicos
(maximizar a lucratividade, por exemplo) ou apenas objetivos operacionais
(diminuir a diferenga entre o valor desejado e o valor medido na operagao de
um equipamento) ou combinar os dois tipos de objetivos numa unica FO.

Todos os procedimentos numéricos de otimizagdo requerem que seja
definido um critério de parada ou tolerancia, pois a solugdo exata nunca é
encontrada, mas apenas uma aproximagao da mesma.
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3.1.1. Tolerancia ou Critério de Parada

Como dissemos anteriormente, o ponto 6timo obtido esta numa vizinhanga
do 6timo verdadeiro. Esta vizinhanga pode ser tdo pequena quanto a precisao
das informacbes utilizadas, mas sempre sera necessario arbitrar tal
aproximacgao, isto &, a tolerancia.

Um dos seguintes critérios podem ser utilizados para interromper os
processos iterativos de procura do ponto 6timo:

Erro absoluto na FO:
)=l <
Equacao 3-B

Erro relativo na FO:

s
o)
Equacao 3-C
Erro absoluto no ponto 6timo:
‘xl.k” —x,.k‘ <& Vi<n
Equacao 3-D
ou

n
k+1 K| _ K+l £ \?
I+ _xi\\_\/z(x[ o <,

i=1
Equacao 3-E
Erro relativo no ponto 6timo:

i xi

<& Vi<n

Equacgéao 3-F

Erro absoluto na diregcdo de busca:

Equacgao 3-G

Na verdade devemos utilizar no minimo 2 critérios para caracterizar que as
tolerancias especificadas foram alcangadas.
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3.1.2. Objetivos Economicos

A FO pode ser escrita em relagédo ao lucro e/ou custo, ou simplesmente em
termos da lucratividade de um dado projeto.

O termo lucratividade é utilizado para mensurar a quantidade de lucro
gerado, tal medida pode ser expressa de diferentes maneiras. Qual a forma
mais adequada depende do ambiente onde esta inserido o problema.

Para desenvolver uma FO que leve em conta a lucratividade de um dado
empreendimento € necessario compreender conceitos tais como depreciacao,
fluxo de caixa, custos de capital, custos operacionais, valor presente e valor
futuro, inflagdo, vida econémica, investimento inicial, capital de giro, taxa de
retorno de investimento, valor presente liquido, tempo de retorno, etc.
Infelizmente n&o temos tempo para discutir com profundidade tais temas e por
isso ndo os trataremos, com excessao para os custos de capital e
operacional que abordaremos a seguir.

Podemos estabeler os seguintes objetivos econémicos:
OE1.A minimizacao dos custos ou maximizacao dos lucros operacionais.
OE2.A minimizacao dos custos de investimento (ou de capital).

OE3.A minimizacdo de uma fungdo que inclua os custos de capital e
operacional.

A primeira categoria de fungbes objetivo (OE1) envolvem apenas custos
variaveis e a receita com as vendas e € encontrada em situagdes onde o custo
de capital € uma quantia fixa (os equipamentos ja estdo comprados e
funcionando).

A segunda categoria (OE2) aparece em situagdes onde n&o existem custos
variaveis, por exemplo, em muitos problemas de projeto mecanico de
equipamentos.

A terceira categoria (OE3) inclue simultaneamente custo de capital e custo
operacional. Por exemplo na decisao de implantar uma nova fabrica ou ampliar
uma ja existente. Este tipo de problema é mais complexo e dificil de
equacionar.

O Exemplo 3.1 apresenta um problema de otimizacdo cuja FO é funcgéao
apenas dos custos operacionais.

Exemplo 3.1: FO fungao apenas dos custos e receitas operacionais.
Tempo 6timo de campanha de um reator catalitico.

Considere um ciclo de operacao de um reator catalitico que sofre regeneracao
periddica de seu leito. Seja x4 0 numero de dias nos quais o catalisador &
utilizado no reator e x2 0 numero de dias necessarios para a regeneragao.
Portanto cada ciclo dura x4 + x2 dias.

As seguintes hipoteses podem ser consideradas:
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H.1. A operagao do reator apenas pode ser inicializada no turno da manha,
portanto x; + x, deve ser um numero inteiro.

H.2. Vazao constante de alimentagao do reator q [=] kg/dia

H.3. Custo constante da matéria-prima Cq [=] $/kg

H.4. Valor constante do produto C; [=] $/kg

H.5. Custo constante de regeneracdo C; [=] $/ciclo de regeneracgao
H.6. Atividade catalitica (A) obedece a equagcao A =1 - K.xq

onde A é afragdo massica convertida de matéria-prima, 1 € a atividade
no inicio da operagcdo do reator, K €& um fator constante. g.A ¢é a
quantidade de matéria-prima convertida em produto em um dia.

H.7. Custo da separacao entre reagente e produto é desprezivel.
H.8. Custo de recirculacao de reagente € negligenciavel.

Desenvolva uma fungao objetivo em relagdo ao custo e receita operacional e
encontre o ponto 6timo. Para x,=2, K=0,02, g=1000, C1=04, C,=1,
Cs = 1000 qual o valor de x;°* .

Solucao: Identificacdo da VD: Exceto x4, todas as demais variaveis sao fixas,
portanto esta é a variavel de decisao.

Identificagdo do objetivo: Para um ciclo completo de operagéo e
regeneragao (x; + x2), a FO definida como a maximizagcao do lucro
diario (receita - despesa) pode ser escrita como:

maximizar o Lucro/dia
Onde:

Lucro/dia=(receita diaria)-(custo diario matéria-prima)-(custo diario

regeneragao)
Lucro/dia = f(q,X1,X2,C1, C2, C3,A)
receita diaria = (prego de venda do produto) x (produgao diaria)

(producao diaria) = (producao total)/(namero total de dias)
(produgao diaria) = (q.Amed-X1)/(X1 + X2)

X X 2
J-Aa'x1 J-(l - Kx, )abc1 X, _KL )

2 Y,

A, =% =2 = :1—K7

med X
X1 X1
J‘abc1
0

custo diario matéria-prima=(preco matéria-prima)x(consumo diario

matéria-prima)

consumo diario matéria-prima = (consumo total) / (numero total de
dias)

consumo diario matéria-prima = q.x1/(x1 + X2)
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custo diario regeneragao=(custo de regeneragao por ciclo)/(niumero
total dias)

Portanto a FO é:

£(¢:x,%,,C,,C,,C A)zcqumedxl_ Cagx, G Cyqd,x —Cigx, - C;
e X+ X, Xp+X, X +x, X, +x,

Identificacdo das restricbes: Nao existem restrigdes.

Para encontrar o ponto 6timo temos que derivar a FO em relagao a x4
e igualar a zero, e resolvendo para x; encontramos

C
x? =x = || x; +(£j X, _ax +—||-x,
K C, qC,

Para x,=2, K=0,02, ¢q=1000, C;=04, C,=1, C3=1000,
entdo x:°=12,97 . Obviamente x; é uma variavel inteira, logo x;°*
deve ser aproximada para 13, este procedimenteo é satisfatério se
x1°®  assume valores elevados (12, 13, 14, 15, etc.), mas é
inapropriado se x;°*' esta em torno de 1, 2 ou 3, neste caso devemos
redefinir x4 para unidades tais como horas ou turno.

O Exemplo 3.2 trata do caso em que apenas o custo de capital € importante.

Exemplo 3.2: FO fungao apenas dos custos de capital.
Projeto de um vaso de pressao.

Suponha que nds queremos encontrar a configuragao 6tima que minimiza os
custos de investimento num vaso cilindrico de pressao. O volume (V) desse
vaso é conhecido e fixo. Desenvolva uma FO conveniente para este problema.
Encontre a relagdo 6tima entre altura (L) e diametro (D), (L/D)*™, e compare o
resultado obtido com o critério empirico de projeto (L/D)°™ = 3 .

Solucéo: Identificagéo da(s) VD’s: obviamente sdo a altura L e o diametro D .

Identificacdo do objetivo: Para um ciclo completo de operagédo e
regeneragao A FO pode ser definida como:

minimizar o custo de fabricacdo do vaso de pressao

Para matematizar a expressdo da FO temos que inicialmente
estabelecer algumas hipéteses simplificadores da geometria do vaso

H1. Topo e fundo planos.

H2. Paredes (lateral, topo e fundo) tem espessura (f) e massa
especifica (p) constantes, e a espessura ndo depende da
pressao.

H3. O custo de fabricacao da lateral, do fundo e do topo € o mesmo,
em S ($/unidade de peso).
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H4. Nao existe perda de material durante a fabricagdo do vaso, pois
existem chapas de metal de todas as dimensodes

Admitindo as hipotese H1-4 o custo do vaso fica apenas em fungao da
quantidade de material empregada na fabricagdo do mesmo:

custo = S x (peso do material empregado na fabricagdo do vaso)
€ a expressao matematica da FO é:
min
S,p,z,D,Lf1
2

onde f, (S , pst, D, L) = Sp(2 D + ﬂDth em unidade de custoem $

Como S, p e t sdo constantes entdo a FO também pode ser

min
t,D,L f2

2

D .
onde f, (,0, t,D, L) = p( 7[2 + EDLJI em unidades de peso

ou

i

D?

onde ]@(D,L)z( 5

+ ﬂDLj em unidades de area

Note que as trés FO's diferem apenas de fatores multiplicativos
constantes, portanto a inclusdo ou nao desses fatores apenas afetara
o valor da FO, mas nao alterara o valor das variaveis de projeto.
Logo, por simplicidade, utilizaremos a FO em unidades de area.

Como o volume do vaso cilindrico € constante existe uma relagcao
entre altura e didmetro do mesmo:

2
S Sy -
DV

Assim existe apenas uma variavel de decisdo e podemos reescrever a
FO da seguinte forma

e

min fa

2
D + v em unidades de area
2 D

onde f,(D)= (

Identificagdo da(s) restricées: nao existem restri¢cdes.

Para encontrar o ponto 6timo temos que diferenciar f4 em relacéo a
variavel de projeto igualar a zero, resultando em
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Logo a razédo (L/D)

Dopt _(ﬂjl/fﬁ
T

e, consequentemente

1/3
()
T
ou seja
opt
b) -
D

%' obtida é significativamente diferente da

esperada (L/D = 3). Esta diferenga pode ser devida a escolha de
hipéteses inapropriadas.

Brummerstedt (1944)* e Happel e Jordan (1975)@ desenvolveram
hipéteses mais realistas para o problema do dimensionamento de
vasos de pressao:

H1.

H2.

H3.

H4.

Topo e fundo tem o formato de elipses 2:1, com uma area dada
por 2(1,16D?) = 2,32D?

Custo de fabricacdo das extremidades € maior que para a
lateral; Happel sugere um fator de 1,5.

O custo de fabricagdo por unidade de peso S ($/unidade de
peso) e massa especifica (p) sdo constantes.

A espessura t é fungao do didmetro do vaso, do esforco a que
0 ago sera submetido, da pressao e da corrosao admissiveis.
Por exemplo, para uma pressao de projeto de 250 psi (17 atm) e
uma corrosao prevista de 1/8 in, a espessura t (em polegadas)
em funcdo do didmetro D (em pés):

t=0,0108D + 0,125

Identificagdo da(s) variaveis de decisgo: considerando as discussdes
anteriores a unica VD é o didmetro D do vaso.

# Brummerstedt, E. F., Natl. Pet. News, 36, R282, R362, R497 (1944).
@ Happel, J. e D. G. Jordan, Chemical Process Economics, 2°. edigdo, Marcel Dekker, New

York (1975).
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Identificacdo do objetivo: € 0 mesmo anterior, ou seja, minimizar o
custo de fabricagcdo do vaso de pressao

As novas hipdteses forcam a FO a ser expressa em ddlares, pois a
area ou o peso ndo sao mais diretamente proporcionais ao custo,
assimanova FO é

min
S.p.t.D,L f5

onde f£(S,p,t,D,L)= S,0[1,5(2,32D2 )+ 7Z'DL]Z unidade de custo em $

Substituindo #D) em f5 e lembrando que S e p s&o constantes e

que
2
V= D [L+2j
4 3

obtemos

min f
D

onde f,(D)=0,0432V + 0,5% +0,3041D% +0,0263D°  unidade de custo em $

Identificacdo da(s) restricbes: nao existem restrigdes.

Ao solucionar este problema para diferentes niveis de pressao Happel
apresentou a seguintes solugdes:

Ponto 6timo: (L/D)°™

Pressao de projeto

(psi)
Capacidade (ft’) 100 250 400
2500 1,7 2,4 2,9
25000 2,2 2,9 4,3

Observe que o ponto 6timo se aproxima da razdo 1 a medida que a
pressao e a capacidade do tanque diminuem e que o valor empirico

(L/D = 3) pode estar errado em +50 % em relagdo ao (L/D)°".

Ainda é necessaria uma interpretacdo cautelosa desses resultados
pois ndo foram consideradas as perdas de material durante a
fabricacao.

Consideremos agora um exemplo que leva em conta os custos de capital e
operacionais.
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Exemplo 3.3: FO fungao dos custos de capital e operacionais.
Especificagcao da espessura 6tima de um isolamento.

Suponha que ndés queremos encontrar a espessura do isolamento para uma
tubulacdo. Neste caso € necessario considerar os custos de investimento e a
da energia economizada devido ao incremento do isolamento. Neste exemplo
iremos determinar a espessura 6tima de isolamento para uma tubulagao larga
que contém um liquido aquecido. Rubin (1982)% apresentou tabelas que
mostram a espessura econdmica de isolamento como uma funcdo da
dimensao da tubulagao, custo de combustivel e temperatura do tubo, baseado
num ambiente com ventos a 7.5 milhas por hora (12 km/h) a 60°F (15,5 °C).

Hipodteses:

H1. A taxa de perda de calor por um cilindro largo e isolado, no qual a
espessura de isolamento € muito menor que o diametro do cilindro e que
o coeficiente de transferéncia de calor do lado de dentro do tubo é
grande, pode ser aproximado por:

AAT

0= (a)
x 1
7+7
kb
onde:
AT - diferengca média de temperatura entre o fluido e o ambiente [=]
o
F
A - area da superficie do tubo [=] ft?
X - espessura do isolamento [=] ft
h. - coeficiente externo de transferéncia de calor [=] Btu/(h.ft>.°F)
k - condutividade térmica do isolante [=]Btu/(h.ft.°F)

Q - perda de calor [=] Btu/h

Todos os parametros na Equacéao (a) tem valor fixo, exceto x a variavel
a ser otimizada (variavel de decisao).

H2. O custo de instalacdo do isolamento por unidade de area pode ser
expresso por Fy+ F1.x,onde F, e F; sao constantes (F, = custo fixo
de instalacéo e F¢ = custo variavel por espessura do isolamento em ft).

H3. O isolamento tem um tempo de vida de 5 anos e deve ser trocado ao
final deste periodo.

H4. A verba para compra e instalacdo do isolamento é obtida por
empréstimo e sera paga em 5 prestag¢des anuais.

Defina:

& Rubin, F. L., "Can you Justify more Piping Insulation," Hydrocarbon Process, p. 152 (July,
1982).
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r como a fracdo do custo de instalagdo que sera pago a cada ano ao
banco. O valor de r depende da taxa de juros do empréstimo (r > P/5).
Alternativamente, pode-se utilizar verbas proprias, e neste caso um taxa
minima de retorno deve ser especificada.

H; ($/10°Btu) o custo de reposigao do calor perdido
Y o numero de horas de operagao por ano.

Formule uma fungao objetivo para maximizar a lucratividade da instalagdo do
isolamento. Obtenha uma solugdo analitica para x°".

Solucao: Identificagcdo dos variaveis de decisdo: espessura do isolamento.
Identificagcdo do objetivo: FO pode ser definida como
maximizar a economia de energia menos o custo anual do isolamento.

Temos que inicialmente estabelecer uma unidade comum a todos, por
exemplo, $/ano. Assim o pagamento por ano (P) que deve ser feito ao
banco é

P=r(F, + Fx)4 (b)

A energia economizada devido ao isolamento pode ser calculada a
partir da diferenca entre o calor perdido com (Q) e sem isolamento
[Q(x = 0) ou Qq]:

0,-0=h anr - AL
X

(c)
- + -
k h,
Assim a expressdo matematica da FO (em ddlares por ano) é
min f(h,, A, AT k,F,,F ,r,x) "
onde f(h,,A,AT,k,F,,F,r,x)=(0, - Q)Y.H, —(F, + F,x).Ar

Identificagdo da(s) restricées: nao existem restri¢cdes.

Substituindo (c ) em (d), diferenciando f em relagdo a x e igualando

a zero, obtemos:
H YAT
x? =k 2— _1 (e)
10°k.F,.r) h,
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3.1.3. Objetivos Operacionais

Podemos ainda escrever fungbes objetivos que minimizem o tempo de
processamento, ou maximizem a produgado, ou minimizem a diferenga entre o
valor desejado e o valor medido das variaveis de processo. Em todos esses
casos nao consideramos o custo, ou lucro, ou qualquer outro valor econémico,
mas apenas critérios técnicos.

No Exemplo 3.4. temos um problema de reconciliagao de dados, que nada
mais é que um problema de otimizagdo cuja FO leva em conta apenas
objetivos operacionais.

Exemplo 3.4: FO fungao apenas de um objetivo operacional/técnico.
Reconciliagao de dados de Processos.

Suponha que as vazdes de alimentagdo e descarga de um processo S&o
medidas periodicamente. Determine o melhor valor da vazdo massica da
corrente A (Ma) em kg/h para o processo mostrado na figura 3-p. As correntes
B e C foram medidas em intervalos de 1 hora.

Mg1 = 92,4 kg/h
HA Planta %B i g

Mgz = 94,3 kg/h
c Mgs = 93,8 kg/h

Mc1= 11,1 kg/h
MC2= 10,8 kg/h
Mc3= 11,4 kg/h

Figura 3-P: Diagrama de blocos do processo do Exemplo 3.4.

Solucéo: Identificagéo da(s) variaveis de decisdo: obviamente M,
Identificacdo do objetivo: A FO pode ser definida como:

minimizar a soma dos quadrados dos desvios entre M, medido e
esperado

Para matematizar a expressdo da FO temos que inicialmente
estabelecer algumas hipéteses simplificadores do sistema:

H.1. O processo esta em estado estacionario.
H.2. As medi¢bes das correntes B (Mg) e C (M¢) estao corretas.
Modelo do processo (balango de massa): o que entra = 0 que sai

Ma + Mc = Mg (€))
entdo a FO pode ser escrita como:
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min /(M)
no.exp (b)
onde f(MA): z [ 1 _(MB,. _Mc, )]2
i=1
para os dados deste problema:

fiMa) = [Ma - (92,4 - 11,1)* + [Ma - (94,3 - 10,8) + [Ma - (93,8 -
147 (c)
Identificacé&o da(s) restricbes: nao existem restricoes.

Diferenciando (c) em relacdo a M, e igualando a zero, obtemos M,°"

=824.
Neste caso M = M,™4 - M
O valor minimo que f(Ma) pode alcancgar € zero.

Outros métodos de reconciliagdo de balangos de massa e energia sao
discutidos por Tamhane e Mah (1985)@.

No Exemplo 3.5. temos outro caso de FO com critério apenas
técnico/operacional.

Exemplo 3.5: FO funcao apenas de um objetivo operacional.
Tempo de residéncia 6timo de um reator a batelada.

O esquema reacional abaixo acontece num reator a batelada bem agitado.

‘ ks C
A ! B—"
ko b‘D

Para as concentragdes iniciais e constantes das taxas
Cao =50 g-mollL ki=2,0h"
Cso = 5g-mol/Lk; =1,0h™
Cco = 0g-mol/Lk; =0,2 h™
Cpo = 0 g-mol/Lk; =0,6 h™
calcule o tempo de residéncia 6timo para obter um maximo rendimento a Cg.

Solucao: Identificagdo das variaveis de decisgo: a priori ki1, k2, k3, ks, Ca, Cs,
Cc, Cp e tempo de residéncia

@ Tambhane, A. C., e R. S. H. Mah, "Data Reconciliation and Gross Error Detection in a
Chemical Process Network", Technometrics, 27: 409 (1985).
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Identificacdo do objetivo: A FO pode ser definida como
maximizar a concentragao do produto desejado B

ou
max  Cy(k,ky.k;,k,,C,,Cp,Ce,Cp,t) (a)

Para matematizar a expressao da FO temos que inicialmente
estabelecer algumas hipoteses simplificadores do sistema:

H1. O sistema nao troca massa com o meio.
H2. Reator opera isotermicamente.
H3. Equacbes das taxas de 12 ordem.

H4. Reacdo em fase liquida, portanto podemos admitir volume
constante.

Modelo do processo
balanco de massa por componente: acumulo = formado - consumido

dj; —k,C, —k,C, (b)

diB =kC,—(k,+k;+k,)Cy (c)
Tk, (d)

o ki, @)

balango de massa global: massa inicial = massa final

ou, lembrando que os coeficientes estequiométricos das reacdes sao
todos iguais, em termos do numero de moles, o balango global pode
ser escrito como:

n2 moles inicial = n® moles final

Lembrando ainda que o volume reacional € constante, o balanco
global pode ser escrito em termos da concentragdo dos reagentes e
produtos como:

concentracgéo inicial reag. + prod. = concentragao final reag. + prod.
ou
Cao+ Cpo+ Cco+ Cpo=Ca+ Cpg+ Cc+ Cp (f)

Queremos apenas encontrar o tempo de residéncia que maximiza Csg,
portanto tentaremos escrever a Cg como uma funcdo apenas do
tempo.

Resolvendo a equacgao (c ) para Ca
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1|dC
CA:k_l{ dtB +(k2+k3+k4)CB:| (g)

Diferenciando (g) em relagao ao tempo
ac, 1 [dch

dt k| di*

dC
+ky k1 k) ﬂ (h)

Substituindo (g) e (h) em (b) obtemos uma equagado de segunda
ordem linear homogénea em Ceg:

d*C dcC
Tf+(k1 +hky, +ky +k,) dtB

cuja solugdo, para este caso em que as raizes da equagao
caracteristica sao reais e distintas, € dada por

+[k1(k2 +k3 +k4)_k1k2]CB =0 (')

Cp (t) =a, eﬂlt +a, eﬂZt )
onde 3 e f, sao as raizes da equagao
m2 + (k1 + ko + k3 + k4).m+[k1(k2 + ks + k4) - k1_k2] =0 (k)

As constantes a4 € a» sdo obtidas aplicando as condi¢des iniciais as
equacdes (j) e (g).
Substituindo os valores numéricos nas respectivas variaveis,

encontramos
oy = 37,940
o =-32,940
S =-0,482
B =-3,318

Identificagdo da(s) restricées: nao existem restri¢cdes.

Finalmente diferenciando (j) em relagédo a t e igualando a zero
obtemos o ponto t que maximiza Cg:

t=063h ; Cg =23,04g-molL

Um outro tipo de FO que depende apenas de objetivos operacionais aparece
em problemas de controle 6timo e de controle preditivo* com otimizagao on-
line.

Em um sistema de controle é impossivel eliminar por completo as
diferencas entre os valores desejados ou setpoints (SP’s) e os valores

* Maiores informacdes sobre controle preditivo pode ser encontrado em DMC: Controle por
Matriz Dindmica. Apostila de Curso Ministrado na Copene de autoria de Ricardo de Araujo
Kalid e Darci Odloak, setembro de 1994.
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medidos das variaveis controladas ou variaveis de processo (PV’s), portanto
os sistemas de controle procuram minimizar essas diferengas, ou seja

min[SP(¢) - PV (¢)

Equacao 3-H

A barra embaixo das variaveis indica que a variavel € um vetor, quando o
sublinhado for duplo indica matriz, pois no caso geral e mais frequente o
sistema de controle € MIMO (multiple-input-multiple-output).

Contudo a manipulacdo matematica da fungdo modulo € muito complexa,
por isso & preferivel escrever a fungao objetivo através de uma fungao
quadratica. Assim a equacgao 3-h é transformada em:

min {[S_P(t )- PV (¢)f }

Equacéao 3-l
min{E()} | min{EQ] [EC)]
Equacéo 3-J
onde

E =SP—- PV — vetor dos desvios (erro) entre o valor desejado e os valores previstos

Porém atender a equagao 3-j pode significar aplicar uma energia muito
grande ao processo, ou seja as MV's assumiriam valores muito grandes (ou
pequenos) que violariam as restricdes de qualquer sistema fisico. Para
amenizar este problema acrescentamos a fungao objetivo um termo que limite
a variagao das MV's:

min {E()] W [£(:)] + [0y (O] w, [y (e

Equacao 3-K

onde W; matriz diagonal que define a importancia relativa das PV’s entre
Si

W, matriz diagonal que limita a variagéo das MV’s

3.14. Combinacio de Objetivos Operacionais com Objetivos
Economicos

Podemos ainda acrescentar a fungado objetivo descrita pela equacao 3-k
critérios econébmicos, como por exemplo minimizagcdo dos custos operacionais
(minimizar consumo de utilidades ou de energia), desta forma o objetivo do
sistema de controle seria determinado por

min{E()] WIE@]+ [aMy ()] w, [amv ()] + [0(mv (1)) |
Equacgao 3-L
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onde HAMV) funcédo que pondera a importancia dos objetivos econdmicos
em comparagéo com os objetivos de controle (operacionais).

A formulacao do problema de controle preditivo* 6timo se da na medida em
que a funcdo objetivo, equacgao 3-l, é avaliada n&o apenas para o instante de
tempo atual, mas para um certo horizonte no futuro (horizonte de otimizagao).

3.2. As Funcgoes de Restricao (FR)

A grande maioria dos problemas de otimizagao de interesse pratico tem que
atender a um conjunto de restricbes de natureza

R1.operacional, por exemplo as MV's devem permanecer dentro de limites
maximos e minimos e/ou a variagdo das MV's (AMV) menor que uma
variagdo maxima, etc;

R2.fisica, por exemplo limites maximo para temperaturas a depender dos
materiais presentes no processo, maxima capacidade produtiva da
unidade, fechamento dos balangos de massa e energia, fragdo molar deve
estar entre 0 e 1, temperatura e pressao absoluta maior que 0, etc;

R3.mercadoldgica, por exemplo deve atender a uma demanda minima e/ou
consumir uma quantidade maxima de matéria-prima e/ou de energia, etc.

Portanto para que o problema de otimizacdo tenha uma solucédo correta
tais restricdes devem ser explicita e matematicamente escritas.

A formulacdo do problema de otimizacdo s6 estara completa se
estabelecemos a FO e as suas FR's.

No Exemplo 3.1. a hipétese H1. na verdade € uma restricdo operacional.
Nao a levamos em conta no momento da solugcdo do problema matematico,
mas para validar a resposta tivemos que arredondar a mesma. Nao raro este
procedimento € observado na pratica, porém devemos ter sempre em mente
que encontraremos apenas uma solugao sub-6tima.

No Exemplo 3.2. a consideragdo de volume fixo € uma restricdo fisica
(capacidade necessaria para o equipamento). Neste caso foi possivel
incorporar diretamente a restricdo na FO, o que simplifica a resolugdo do
problema.

Também nos problemas de controle 6timo devemos incorporar restricdes
quanto a variagdo das MV's e aos valores extremos que as mesmas podem
atingir. Assim a equacgéao 3-l deve ser reescrita da maneira que se segue

* Maiores informagdes sobre controle preditivo podem ser encontradas em DMC: Controle
por Matriz Dindmica. Apéstila de Curso Ministrado na Copene de autoria de Ricardo de
Araujo Kalid e Darci Odloak, janeiro de 1995.
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min{E)] 4 [E@)]+ [amy (0] w,[amv (6] + [o(uv () |

t
sujeitoa MV(1),, <MV(()< MV (7).,

AMV (1), < AMV (£)< AMV (1)

max

Equacgéao 3-M

3.3. Otimizac¢iao On-Line

Neste ponto vale a pena comentar um pouco sobre a otimizagao on-line de
processos quimicos. Como o proprio nome ja diz, € um problema de
otimizagdo, como os vistos anteriormente, cujas variaveis sao atualizadas
automativamente com as atuais condigcdes operacionais do processo e
resolvido, isto é, o valor das variaveis de decisdao é encontrado, com uma
frequéncia relativamente elevada, por exemplo 20 vezes por hora.

Porém sé podemos pensar na implementacdo da otimizagdo on-line do
processo, ou seja, na implantagcdo de uma metodologia que periodicamente
defina qual os set-points para que uma determinada unidade ou planta opere
nas condigdes economicamente 6timas, uma vez estabilizada a operacao da
unidade, por exemplo através da implementacdo de um algoritmo tipo MPC+*
(multivariable predictive control ou controle preditivo multivariavel, tais como
DMC, DMCL, LDMC, QDMC, GPC).

Essa otimizagcdo em linha pode ser implementada de duas formas:

a) Um MPC seguindo setpoints enviados por um otimizador hierarquicamente
superior, figura 3-q, neste caso € necessario um sistema supervisor que
calcule e envie para o MPC os SP’s.

* Maiores informacdes sobre controle preditivo podem ser encontradas em DMC: Controle
por Matriz Dindmica. Apéstila de Curso Ministrado na Copene de autoria de Ricardo de
Araujo Kalid e Darci Odloak, setembro de 1994.
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OTIMIZADOR
MV's e PVs SP’s das PV’s
MPC
PV’S MV’s
PLANTA

Figura 3-Q: MPC Supervisionado por Otimizador On-Line

b) MPC com otimizagdo intrinseca, figura 3-r, neste caso a condigao
operacional 6tima € obtida simultaneamente com o atendimento das
restricbes operacionais. Esta configuragcdo € mais moderna e aparenta ser
mais eficiente que a anterior, mas ainda se encontra em fase de

desenvolvimento nos meios académicos.

MPC COM OTIMIZACAO

PV'S MV’s

PLANTA

Figura 3-R: MPC com Otimizagao Intrinseca
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3.4. Exercicios

E3.1.Uma central de insumos basicos produz, armazena e distribui varias
matérias-primas para outras empresas, conforme a figura 3-s.

HRA R @ Moo
X Processo RS BRI @ L,

' 1 L N, (1) Ko
RN X

_X1,3_> @ _X]_,4_>
Processo —_>

cesso [~ (1)
ERSTEN @ X4

X520 X44
Figura 3-S: Diagrama de blocos do parque de tancagem
onde Tj (i =1, ..., 7) sdo tanques de armazenamento. Para a distribuicdo dos

produtos sao feitos contratos por periodos pré-determinados, com demandas
minimas a serem necessariamente atendidas pela empresa.

Desenvolva uma Fungao Objetivo com suas restrigdes que minimizem o custo
de armazenamento. Escreva a FO em funcdo dos custos C; e da massa
armazenada em cada tanque m; .

onde: Cj = custo do produto armazenado;
m; = massa do produto armazenado.
Dados referentes ao processo:
Restricdes de processamento :
10 ton/h < x1 < 50 ton/h
6 ton/h < x3 < 30 ton/h.
Capacidade de armazenamento dos tanques:
100 ton < mj < 500 ton, i=1,..,7
Inicialmente todos os tanques estdo com 120 ton.
O balanco de massa tem que ser atendido:

Xy, =a,; + bl,l Xy X3 =a;+ b3,1 X3
Xo1 =4y +b2,1xl Xo3 = 0qy3 +bz,s X3
Xy, =day, +hyx Xy3 =a35 +b33x;

X4y =q4, + b4,1x1
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As demandas dos seguintes produtos sdo conhecidas:

x,=6t/h X, 4=3t/h
x,, =4t/h X, =Tth
X3, =3.5t/h Xy, =4t/h
Xy4=5t/h
Custos de estocagem em dolares/ton.
Cq1 = 500 Cs =1000
C2 = 600 Ce6 = 700
C3 = 900 C7 =1500
Cq = 200
As constantes das relagdes lineares sdo conhecidas:
bi1 =0.2
bs1 =0.1 ai1 =0i=1,..,4
bs1 =0.1
bs1 = 0.6
by =0.2
b3 =0.5 ai3 =0 i=123.
bss =0.3

Ref: Curso de Otimizacdo ministrado pelo LSCP/DEQ/EPUSP a PETROBRAS.

E3.2.Uma planta quimica faz trés produtos (E, F, G) e utiliza trés matérias-
primas (A, B, C) cujo suprimento é limitado. Cada um dos trés produtos &
obtido em processo separado (1, 2, 3) de acordo com o esquema
mostrado na figura 3-t.
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Monoémero
A 1 ———> E
2 ———> F
Monoémero
B
3 ———> G
Inibidor 1\
C

Figura 3-T: Diagrama de blocos de uma planta multiprodutora

As matérias-primas A, B e C n&o tém de ser totalmente consumidas.
Dados do processo:

Matéria Maximo Custo
Prima disponivel, $/100 Ib
Ib / dia
A 4000 1.50
B 3000 2.00
C 2500 2.50
Process Produto Reagentes Custo Preco de
o necessarios (Ib) por Operacional venda do
Ib produto produto
1 E 2/3A,1/3B $1.50/1001b A $4.00/100 Ib E
(consumido em 1)
2 F 2/13A,1/3B $0.50/100 Ib A $3.30/100 Ib F
(consumido em 2)
3 G 12A,1/6B,13C  $1.00/100Ib G $3.80/1001b G

(produzido em 3)

Desenvolva a fungéo objetivo e as restricdes deste problema de otimizagéao.

Assumindo que ha uma demanda minima de produtos a ser atendida, conforme
a tabela abaixo, como ficaria a FO? e as FR's?

Demanda
Produto Minima,
Ib / dia
E 2500
F 1500
G 1800
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Ref: Edgar, T. F. & Himmelblau, D. M. "Optimization of Chemical Processes"

E3.3.Programacao de producdo de uma refinaria. A figura 3-u mostra as
alternativas de carga e os produtos possiveis de serem obtidos numa
refinaria de petréleo (custo e preco de venda estdo entre parenteses). A
tabela 3-a lista o rendimento da unidade a depender do tipo de carga
processada. Note que os rendimentos para os varios produtos sao
bastante diferentes para os dois tipos de petréleo. A tabela 3-a também
lista todas as limitagdes impostas pelo mercado em termos de producgao
maxima diaria admissivel para cada produto e o custo de processamento
de cada tipo de carga.

Preco de venda

Custo
Petréle ($ 24/bbl) Gasolina ($36/bbl)
o Querosene ($24/bbl)
Refinaria
Petrole (315/bbl) Oleo combustivel
o ($21/bbl)
DAaAldiia (AN

Figura 3-U: Diagrama de blocos de uma refinaria

Tabela 3-A: Dados de rendimento da refinaria e do mercado

Porcentagem de rendimento Produgdo maxima
volumétrico
Petréleo tipo 1 Petréleo tipo 2 (bbl/dia)
Gasolina 80,0 44,0 24000
Querosene 5,0 10,0 2000
Oleo combustivel 10,0 36,0 6000
Residuo 5,0 10,0
Custo de 0,5 1,0
processamento
($/bbl)
Pede-se:

a) Desenvolva uma fungéo objetivo linear.

b) Estabeleca as restri¢cdes.

c) Desenhe num grafico as curvas das restri¢cdes.
d) Identifique no grafico a regido viavel.

e) Calcule nas intersegbes entre as curvas das restricbes o valor
alcancado pela FO e verifique qual o ponto 6timo.

Ref: Edgar, T. F. & Himmelblau, D. M. "Optimization of Chemical Processes".
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E3.4.Programacgao de uma unidade de craqueamento térmico. A figura 3-v
mostra os varios componentes da alimentagéo e a corresponde conversao
aos varios produtos devido ao cragueamento térmico. As possiveis cargas
incluem etano, propano, gasolina natural debutanizada (DNG) e gasoleo,
algumas das quais podem ser alimentadas simultaneamente. Oito
produtos podem ser produzidos em varias propor¢cdes de acordo com a

matriz mostrada na tabela 3-b.

DNG Gasdle Propan

Etano

Oleo t t )

' Etano

combustivel

Craqueamento

+tArnAi~AA

>

|
—Metano

Oleo combustive

Etileno Propilen Butadieno Gasolina

(0]

Propan

Figura 3-V: Diagrama de blocos do craquemento térmico

Tabela 3-B: Rendimento aos produtos (fragao massica)

Alimentacgao

Produto Etano Propano Gaséleo DNG
Metano 0,07 0,25 0,10 0,15
Etano 0,40 0,06 0,04 0,05
Etileno 0,50 0,35 0,20 0,25
Propano - 0,10 0,01 0,01
Propileno 0,01 0,15 0,15 0,18
Butadieno 0,01 0,02 0,04 0,05
Gasolina 0,01 0,07 0,25 0,30
Oleo 0,21 0,01
combustivel

A capacidade de processamento do craqueador € de 90,7 ton/h (vazéao total
baseada numa mistura média). Etano usa o equivalente a 1,1 ton da
capacidade por ton de etano; propano usa o equivalente a 0,9 ton da
capacidade por ton de propano; gasoéleo usa o equivalente a 1,1 ton da
capacidade por ton de gasoéleo; e DNG utiliza uma razao de 1,0.

As unidades a jusante tem uma capacidade maxima de processamento limitada
a 22,7 ton/h de etileno e 9,1 ton/h de propileno. O combustivel necessario ao
processamento de cada tipo de substancia presente na carga € apresentado

na tabela 3-c.
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Tabela 3-C: Consumo de combustivel por tipo de carga

Componente da carga Combustivel requerido para
processamento

Etano 4,65x10° kcallkg

Propano 2,79x10° kcal/kg

Gasdleo 2,17 x10° kcal/kg

DNG 2,53 x10° kcallkg

O metano e o6leo combustivel produzido pela unidade sao reciclados como
combustivel. Todo o etano e propano nao convertidos sao reciclados para a
alimentagado. A energia fornecida por cada tipo de combustivel € mostrada
na tabela 3-d.

Tabela 3-D: Calor fornecido pelos combustiveis

Tipo de Energia liberada na
combustivel combustao

Gas natural 11,96 x10° kcal/kg
Metano 11,96 x10° kcal/kg

Oleo combustivel 10,00x103 kcal/kg

Devido a perda de calor a energia necessaria para a pirolise, uma quantidade
fixa de energia igual a 5,04 kcal/h, deve ser fornecida ao forno. O preco de
compra dos combustiveis, da carga e dos produtos sdao mostrados na tabela
3-e.

Tabela 3-E: Prego de compra e venda dos insumos

Subtancia Preco ($/kg)
Etano (pregco de compra) 0,1444
Propano (preg¢o de compra) 0,2145
Gasoleo (prego de compra) 0,2756
DNG (prego de compra) 0,2235
Metano (preco de venda como combustivel) 0,1186
Etileno (prego de venda) 0,3913
Propileno (prego de venda) 0,3040
Butadieno (prego de venda) 0,5873
Gasolina (prego de venda) 0,2189

Oleo combustivel (preco de venda como 0,0992
combustivel)

Pede-se:
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a) Desenvolva uma funcédo objetivo linear que maximize o lucro da
unidade.

b) Estabeleca as restricdbes operacionais e/ou fisicas e/ou de merdado a
que o craqueador esta submetido.

Ref: Edgar, T. F. & Himmelblau, D. M. "Optimization of Chemical Processes".

E3.5.Discutas as duas FO's abaixo, compare-as apontando suas igualdades e
diferencgas.

Fo, =minli E()[ [, EO|+ s ()] praamv ()] + oy ()] [re(aav ()]

FO, —minr, £+ w4070+ 16(av ()] [, £)+ W, am0(0) + 16087 ()]
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4. Otimizagcao Unidimensional Sem Restricoes (OUSR)

O estudo de métodos de otimizacado unidimensionais sem restricdes (OUSR)
€ necessario por quatro motivos:

M1. Alguns problemas sem restricdo sao também unidimensionais.

M2. Em muitos problemas as restricdes podem ser incorporadas a fungao
objetivo reduzindo, desta forma, o problema a uma variavel.

M3. As técnicas para problemas multidimensionais com e sem restrigdes
geralmente envolvem repetir inUmeras vezes a resolugao de um problema
unidimensional sem restricoes.

M4. Ajuda na solucdo de problemas de otimizagdo cujo intervalo de busca
(regido viavel) nao é conhecido.

Podemos classificar os métodos numéricos para resolu¢cdo dos problemas
de OUSR em:

C1. Métodos diretos (MD's): procedimentos de busca do ponto étimo através
da comparacao direta do valor assumido pela FO em uma sequéncia de
pontos viaveis. Nao envolve o calculo de derivadas analiticas ou
numeéricas.

C2. Métodos Indiretos (Ml's): utiliza as condicbes necessarias para existéncia
de pontos estacionarios, ou seja, usa a derivada para calcular o ponto
6timo.

Se o calculo da derivada for realizado numericamente a distingdo entre os

métodos diretos e indiretos fica comprometida, pois ambos os métodos véao
avaliar a FO em uma sequencia de pontos.

Os métodos indiretos, quando aplicaveis, isto € quando existe a derivada,
geralmente sdo mais rapidos que os métodos diretos. Entretanto como nos
problemas de engenharia a precisdo necessaria para o0s resultados
frequentemente € baixa, devido as incertezas presentes na funcao objetivo,
esta vantagem € neutralizada.

Por outro lado, os métodos diretos tem a vantagem de tratar mais facilmente
problemas que tem descontinuidade e/ou pontos de inflexao.

Em problemas de Otimizagdo Multidimensional Sem Restrigbes (OMSR),
com a FO nao-linear e com mais de uma variavel os MD's tem se mostrando
superior em relagdo aos Ml's. Por exemplo, suponha que a fungao nao-linear
f(x) = f(x1,x1,...,x,) deva ser minimizada. As condicbes necessarias para
encontrar os pontos estacionarios sao
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T, ()0
ZAC P
&, = /)=0
?—(f) =/, (x)=0
Equacéao 4-A

Cada derivada parcial igualada a zero constitui uma equacao nao-linear, assim
o problema de OMSR transformou-se num sistema algébrico de equagdes nao-
lineares, um problema tao dificil de resolver quanto o original. Além disso,
enquanto que a matriz Hessiana H(x) de f(x) é simétrica, o Jacobiano das
equacbes das condicbes necessarias tem uma estrutura arbitraria, o que
dificulta a resolugéo do problema. Assim, muitos engenheiros preferem atacar o
problema de minimizagao/maximizagao por MD's em lugar de utilizar Ml's.

A seguir, na secdo 4.1 apresentaremos os Ml's mais utilizados em
problemas de OUSR da engenharia quimica, enquanto na seg¢ao 4.2
estudaremos os MD's.

4.1. Métodos Indiretos (MI) para OUSR

Existem basicamente 4 procedimentos para resolver problemas de OUSR
envolvendo a aplicacdo das condicdes necessarias de otimalidade para uma
funcao:

MI1. Método de Newton

MI2. Aproximacédo por diferengas finitas do método de Newton, também
chamado de método de quasi-Newton

MI3. Método da secante

Para comparar a eficiéncia desses métodos € conveniente examinar a taxa de
convergéncia de cada um, isto é, a velocidade com que a solugdo é
alcancgada. A taxa de convergéncia pode ser expressa de varias maneiras, mas
uma classificagdo comum € a seguinte:

Linear:
k+1 *
X —X
p - <a 0<a<l
X —X
Equacéao 4-B
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Onde o super-escrito k se refere a iteracdo k e nao € uma poténcia de x. Na
resolucdo de problemas praticos se o método apresenta uma taxa de
convergéncia linear sua velocidade ¢ lenta.

O simbolo |[|| indica a norma Euclidiana de um vetor. Para x n-dimensional:

n
2
=2~
i=1

Equacao 4-C
Ordem p:

<a 05a<l

k *
X —X

Equacao 4-D

Na resolugcdo de problemas praticos se o método apresenta uma taxa de
convergéncia de ordem p > 1 sua velocidade é rapida. Se p =2, a ordem de
convergéncia é dita quadratica.

Superlinear:

k+1 *
R

lim ™ p
k—o0 E _E

=0 ou<a,ea, - Oquandok —

Equacgao 4-E
Na resolugcdo de problemas praticos se o método apresenta uma taxa de
convergéncia superlinear sua velocidade é rapida.

O algoritmo de qualquer um dos Ml's para minizar f(x) pode ser resumido
da seguinte forma:

P1.Escolha um intervalo de busca que contenha o ponto de minimo e que a
FO seja unimodal neste intervalo.

P2. Defina uma tolerancia.

P3. Aplique o método até que a toleréncia seja alcangada, certificando-se a
cada iteracdo que f(x**") < f(x").

Quanto mais positivo for (x*) , ou sua aproximacdo, mais rapidamente f(x)
diminuira. Para maximizar f(x) , minimize -f(x) .

4.1.1. Método de Newton
Lembremos sempre que o objetivo € minimizar (ou maximizar) uma certa

funcéo f(x), lembremos também que no momento estamos estudando apenas o
caso monovariavel.
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Vamos rever o método de Newton para resolugdo de uma equagao nao-
linear. Este método esta baseado na expansao da fungdo em série de Taylor e
truncamento da mesma no segundo termo. Assim expandindo f(x) em torno
de um ponto x* obtemos:

f(x)zf(xk)+(x—x")df7ix)

Equacao 4-F

& f(@)= bt -t )10

x k

como qualquer fungdo pode ser escrita da forma f(x) = 0 , entdo podemos
reescrever a equacao 4-f, se a aproximagao e truncamento executado acima
forem validos, da seguinte maneira:
k
f(x):f(xk)+(x—xk)f'(xk):0<:>x:xk — f’(xk)

f'lx
Equacao 4-G
Ao trocar x por X*! na equacgao 4-g obtemos o método de Newton para

resolucdo de uma equacéo nao-linear.

Agora podemos resolver o problema de OUSR, ou seja resolver a equagao
ndo-linear f(x) = g(x) = 0 pelo método de Newton, utilizando a férmula de
recorréncia:

k |,k
=k 5’();) P B j:”(ik)
Equacao 4-H

Como a convergéncia deste método ndao é garantida temos que nos
asse%;urar que a cada iteragdo f(x“") < f(x*) para que o minimo seja alcancado
[f(xX*") > f(x*) para o maximo].

As vantagens do método de Newton s&o:

V1.0 procedimento é tem convergéncia quadratica local (p = 2 na equacéao 4-
d) se f "(x) # 0 no ponto 6timo.

V2.Para uma FO quadratica o minimo é obtido em uma iteracdo, pois a
expans3do e truncamento da série de Taylor da fungdo f(x) até o termo da 22
derivada (inclusive) é exata.

V3. Converge rapidamente quando a estimativa inicial € boa.
As desvantagens do método de Newton s&o:
D1.S06 se aplica a fungdes onde existam f'(x) e f"(x).

D2.Deve-se calcular a cada iteracéo f'(x) e f"(x).
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D3.Sensivel a estimativa inicial.
D4.Se f"(x) > 0 a convergéncia € lenta.

D5.Se existe mais de um extremo o método pode nao convergir para o ponto
desejado ou pode oscilar.

4.1.2. Método de Quasi-Newton

Um método de quasi-Newton é uma variante do método de Newton. Quando
f(x) nao é dada por uma férmula, ou a férmula é muito complicada para ser
analiticamente derivada, podemos trocar as derivadas que aparecem na
equacao 4-h por aproximacoes de diferencas finitas.

Existem varias maneiras de utilizar aproximacao de derivadas por diferencas
finitas, por exemplo:

DF1. Diferengas finitas para tras:
/()= f(x — Ax)

S(x)= .

S (x)=2f(x = Ax)+ f(x - 24x)
sz
Equacao 4-

/(x)=

DF2. Diferencas finitas para frente:

S+ Ax)- /()

fo)==—
f"(x)z f(x+ 2Ax)—2f£x—Ax)+ f(x)
Ax
Equacao 4-J

DF3. Diferencas finitas para central:

(x) fx+Ax)— f(x - Ax)

/()=
2Ax
oy S+ A) =21 (x) + f(x - AY)
f (x)_ sz
Equacao 4-K

Todas essas aproximacgdes podem ser deduzidas utilizando a expansdao em
série de Taylor.

Portanto definindo h = Ax e substituindo, por exemplo, a equagao 4-k na
equacao 4-h, obtemos a seguinte formula de recorréncia
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Slx+h)—f(x—h)

k! :xk_f’(xk):xk_ 2h — [f(x+h)—f(x—h)]/2h
L) k)21 )+ f=h) T [f ()21 (x)+ S (x—R)]/ B
h2
Equacao 4-L

Esse método tem duas desvantagens em relagdo ao método de Newton:
D1.Necessidade de definir o passo h.
D2.Uma fungdo deve ser avaliada a mais a cada iteragao (trés na equagao 4-I

enquanto duas na equacgao 4-h).
4.1.3. Método da Secante

Expandindo uma fungédo f(x) = 0 em série de Taylor e truncando no terceiro
termo, obtemos

)= ool ) 2 L)

Equacao 4-M
Diferenciando a equagao 4-m em relagdo a x e igualando a zero obtemos
f’(xk)+(x—xk )f"(xk): 0
Equacao 4-N
Agora em lugar de utilizar a fungdo f(x) usarmos a fungao

)= s ")

x? —x?

m =

Equacgao 4-0

e resolvendo para o ponto o6timo aproximado xapr* temos a férmula de
recorréncia

o /i)
o T [ T e =)
Equacgao 4-P

O ponto 6timo X é encontrado apods algumas iteragdes utilizando a equagao
4-p. A derivada f'(x) pode, obviamente ser calculada por diferencas finitas.

O algoritmo do método da secante € o seguinte
a) Escolha dois pontos x* e x9 com derivadas de sinal contrario.
b) Calcule xapr* através da equacao 4-p.
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c) Calcule f(Xapr ) -

d) Escolha o novo par de pontos que mantém o sinal contrario entre as
derivadas.

e) Volte a etapa b até que a tolerancia adimitida seja alcangada.
Este método também é denominado de "regula falsi" ou de falsa posicao.

O método da secante parece um pouco forgado, mas funciona bem em
trabalhos praticos. A sua ordem de convergéncia € de aproximadamente 1,6
para um problema monovariavel, apesar dessa convergéncia ser menor que no
método quasi-Newton, termina por ser mais eficiente pois precisa avaliar um
numero menor de fungdes.

4.2. Meétodos Diretos (MD) para OUSR

Podemos subdividir os MD's em dois grandes grupos:
G1.Métodos por diminuigdo da regido de busca.
G2.Métodos por aproximacéao polinomial da FO.

4.2.1. Métodos por Diminuicdo da Regido de Busca

O algoritmo desses métodos para minimizagao de uma f(x) pode ser assim
descrito:

P1. Escolha uma regiao viavel (a,b) que contenha uma fungédo unimodal (fungéo
convexa).

P2.Calcule f(x) em dois ou mais pontos.

P3.Compare os valores de f(x) eliminando as regides que apresentam valores
de f(x) maiores.

Na figura 4-a(a), a regido a esquerda de xi contém os valores de f(x) >
f(x1) e porisso deve ser eliminada na busca do minimo de f(x) . Analogamente
a regidao a direita de x» na figura 4-a(c), f(x) > f(xz2) , também deve ser
descartada. Porém na figura 4-a(b) a fungao € suave e o ponto de minimo pode
estar em qualquer lugar do intervalo (a,b). Na verdade quando estamos bem
préximos do ponto 6timo este caso ocorree b-a~0.
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it ik fig)

a Al 8y a ) ! 8

(a) £y 1, (b)1=E (e f<,
Figura 4-A: 3 possibilidades para f(x) apés dividido o intervalo (a,b) por 2
pontos.
Conforme seja escolhida a localizagdo dos pontos x1 e xz este método
torna-se mais ou menos eficiente:

M1. Trés intervalos iguais de busca, isto €, x1-a=b - x2 = X2 - X4 neste caso o
intervalo é reduzido de 1/3 a cada iteracdo, assim se L° & o intervalo de
busca original (b-a) e L* é ointervalo apés k interacdes, entdo

L' = @jk L

Equacgao 4-Q

Observe que é necessario avaliar duas vezes a fungdo f(x) a cada
iteragao.

M2. Método da sec¢do aurea, neste caso o intervalo eliminado mantera sempre
uma mesma proporgao com o intervalo original. Na figura 4-b e na equagéao
4-r observamos as distancias utilizadas neste procedimento.

Figura 4-B: Secéao aurea

A
x+y=1

A
Iy L vy Y o618

y x y x l-y
Equacédo 4-R
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e
L =(0,618) L°
Equacao 4-S
Seja a“ e b* sdo os contornos do intervalo de busca na iteracdo k , entdo
o algoritmo para este método é o seguinte:
P1.determine a* e b*, e atolerancia ¢
P2.Calcule L*=b"-a", x;=2a"“+0,382.L" e x,=b"-0,618.L"
P3.Calcule f(x{) e f(x2")
P4.Se f(x{*) > f(xo,) entdo a“' = x/*, b**" =b* | x;"1 = x,¥
Se f(x{) < f(x2*) entdo b**' = x,*, a**" =af, x,**! = x
P5. Se a tolerancia nao foi atingida volte ao passo P2.
Veja a figura 4-c.

£z

I i |
k k I
ke }F 1 1?{2 1 =
i } }
a|k+ 1 X1f+ 1 X§+ 1
| Lk+1 '|

L L]

Figura 4-C: Selegao dos pontos interiores pela segao aurea

4.2.2. Métodos por Aproximac¢ao Polinomial - Interpolacio
Quadratica

Outros tipos de MD sao os métodos por aproximagao polinomial, entre os
quais destacamos o da interpolagao quadratica. Nesses métodos a fungao f(x)
€ aproximada por extrapolagdo ou interpolacdo utilizando um polinbmio.
Coggins (1964)* discutiu varias técnicas envolvendo um polindmio
aproximador, chegando a conclusdo que esses sao levemente mais eficientes
que o meétodo da segao aurea.

Admitindo que f(x) € unimodal e conhecendo um intervalo de busca que
contenha o ponto de minimo, avaliamos f(x) em x4, x2 € x3 € obtemos f(x1)

* Coggins, G. F., Univariate Search Methods, Imperial Chemical Industries Ltd., Central Instr.
Lab. Res. Note 64/11, 1964
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, f(x2) e f(xs) . Suponha que a fungdo f(x) possa ser aproximada, numa
vizinhanga do ponto 6timo Xz , por uma fungdo quadratica g(x) entéo

f(xl)
f(xz)
f(x3)

1

g(x1 ) =a+bx, +cx;

glx,)=a+bx, +cxl

1N

g(x3 ) =a+bx, +cx;

I

Equacao 4-T

Mas o minimo da fun¢do quadratica g(x) € dado por é dado por

< b
Xo(x) = _%
Equacao 4-U

Resolvendo a equacéao 4-t para obter os valores de b e c¢ e substituindo o
resultado na equacao 4-u obtemos

o [( —x? Jgl, )+ (e — g, + (o — 3 )g(xn}

- (xz—x3)g(x1)+(x3—xl)g(x2)+(xl—xz)g(x3)

xg(x) - 2

Equacgao 4-V

entdo podemos escrever a fungao de recorréncia

s 1[()@ s o) (8 = o ) + o o )f(xn}
) (xz —x3)f(x1)+(x3 _xl)f(x2)+(x1 _xz)f(x3)

Equacao 4-W

Calculando o valor de f(Xf(x)*) e comparando com os valores de f(x1), f(x2) e
f(x3) eliminamos a regido com maior valor de f(x) e aplicamos a equagao 4-w.
Esse procedimento é repetido até atingir a tolerancia especificada. Note que a
cada iteracao apenas uma funcao f(x) é avaliada.

4.2.3. Métodos por aproximacio polinomial - Interpolacio cubica

Nesses métodos a fungcdo f(x) € aproximada por extrapolagdo ou
interpolagao utilizando um polinbémio cubico.

Admita que f(x) é unimodal e que conhecemos um intervalo de busca que
contenha o ponto de minimo. Suponha que a fungcdo f(x) possa ser
aproximada, numa vizinhanga do ponto 6timo Xf(x)* , por uma fungao cubica
g(x) entéo
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fx)=zgx)=a,x’ +a,x> +a,x+a,
Equacgao 4-X

Avaliamos f(x) em Xxq, X2, X3 € X4 € obtemos f(x1), f(x2), f(x3) e f(x4)
entdo podemos escrever um sistema linear de quatro equagdes [f(x1), f(x2),
f(x3), f(x4)] € quatro incognitas (a1, az, as, as):

x'oxpox 1
¥ x; x5 ox, 1
= |x; x x; 1
x, ox; o x, 1
Fr =) s(e) sGx) Sl
4" = [al a, dj a4]
F=x4

Equacgao 4-Y

Onde o extremo de f(x) é obtido derivando f(x) e igualando a zero

—fagx) =3a,.x’ +2a,x' +a, =0

X

o= —2a, *+|4ai —12a, a,
apr 6a1

Equacao 4-Z

O sinal apropriado depende da derivada de 22 ordem de f(xapr*), isto €, depende
se estamos procurando o minimo ou o maximo da funcdo. O vetor A ¢é obtido
de

A=X"F
Equacgao 4-AA

Apos obter a primeira aproximagédo do ponto 6timo X , o valor da funcao
neste ponto € comparado com os valores nos outros pontos e descartado o
maior deles (menor para maximizagao de f(x)).

4.3. Avaliacao dos Métodos Unidimencionais de Otimizacio

Como observamos para que os métodos estudados sejam eficientes é
necessario que
¢ a funcgéo seja unimodal,

e seja conhecida a regidao de busca que contenha o extremo da funcgao;
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e nos Ml's seja dada uma estimativa inicial;
e nos MI's as derivadas de 12 e/ou de 22 ordem existam.

Devido as maiores exigéncias dos MI's, os MD's s&o preferidos nos meios
académicos e industrial, e dentre esses os métodos de interpolagdo quadratica
ou cubica s&o mais utilizados.

Os cdédigos de programacao dos pacotes comerciais de otimizagdo contém
varias regras heuristicas que visam resolver problemas com

e multiplos extremos,

e erros de arredondamento,

e gradiente muito grande da FO,

e FO com gradiente proximo a zero,

e outros comportamentos indesejados da FO.

Portanto é necessario conhecer quais os macetes que os programas utilizam
para avaliar se os mesmos estdo sendo usados corretamente e poder
interpretar com segurancga os resultados obtidos.

E lembremos sempre que

o julgamento do engenheiro
é essencial na aceitagao ou nao
das solucoes encontradas

pelos pacotes computacionais.
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4.4. Exercicios

E4.1.Utilizando variados métodos indiretos obtenha o extremo das funcdes
a) y+ da Equagéo 1-A

b) f(x) do exercicio E2.5

c) f(x) do exercicio E2.6.a

d) f(x) do exercicio E2.6.b

e) f(x) do exercicio E2.7

f) f(x) do exercicio E2.10.a

g) f(x) do exercicio E2.10.b

)
)
)
)

E4.2.No Exemplo 3.2, verifique se os pontos de minimo da equagao fs(D) para
uma pressdao de projeto de 250 psi, estdo corretos. Resolva este
problema utilizando um método indireto e um método direto. Compare o
numero de iteragcdes necessario para cada procedimento.

E4.3.No Exemplo 3.5, verifique se o ponto de maximo da equacgao (j) esta
correto. Resolva este problema utilizando o método de Newton, o quasi-
Newton e o da secante. Compare o numero de iteracdes necessarias para
cada procedimento.

E4.4 Utilizando a fungédo fmin('£',x) do toolbox de otimizacdo do MATLAB
resolva os problemas E4.2 e E4.3. Modifique os parametros do método
numeérico e verifique o comportamento do mesmo. Se necessario digite
help fmin para ver como € a sintaxe deste comando, ou recorra ao
manual de referéncia do toolbox de otimizagdo do MATLAB.
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5. Otimizagao Multidimensional Sem Restri¢goes
(OMSR)

A otimizacdo numérica de FO multivariaveis nao-lineares requer técnicas
eficientes e robustas. A eficiéncia € importante pois os procedimentos para
solucionar o problema sao sempre iterativos e a tentativa-e-erro torna-se
impraticavel quando estdo envolvidas mais de 3 ou 4 variaveis de decisdo. A
robustez (habilidade de encontrar a solugdo) € uma propriedade desejavel pois
as FO's nao-lineares tem um comportamento imprevisivel, pois podem ter
multiplos extremos, pontos de sela, regides convexas e ndo convexas, etc. Mas
felizmente estdo disponiveis algoritmos numeéricos poderosos e que solucionam
a maioria dos problemas praticos.

Neste capitulo discutiremos a solucdo dos problemas OMSR que tem a
seguinte formulagao geral

encontre x =[x1 X2 .. X' queminimiza f(x) = f(X1, X2, ..., Xn)

A maioria dos procedimentos interativos tem duas etapas que se alternam até
que a tolerancia desejada seja alcangada, assim podemos descrever 0s
algoritmos da seguinte forma

P1.escolha uma estimativa inicial para o vetor das varidveis de decisao
0_ T
X =[x1 X2 ... Xn] ,

P2. calcule a diregéo de busca s,

P3. minimize, seguindo a direcdo s, a FO, isto é calcule X' = x* + AX*, onde
k k
AX = 1S,

P4. verifique se a tolerancia foi atingida, se n&o volte ao passo P2.

Os varios métodos de programacao nao-linear (NLP - nonlinear
programming) diferem uns dos outros principalmente na maneira como obtem a
direcdo de busca s*. Alguns NLP utilizam as derivadas para definir a diregéo
de busca (métodos indiretos) ou apenas a FO (métodos diretos). Os métodos
que utilizam derivadas analiticas em geral usam menos tempo de computagao,
porém requerem maior tempo do engenheiro para a analise do problema.
Também é importante lembramos que a natureza da FO influencia na escolha
e no desempenho do algoritmo de otimizagéao.

A seguir, na secdo 4.1 apresentaremos os MI's mais utilizados em
problemas de OMSR da engenharia quimica, enquanto na secdo 4.2
estudaremos os MD's.
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5.1. Meétodos Indiretos (MI) para OMSR

Os métodos indiretos utilizam as derivadas para encontra o ponto étimo x .
A direcao de pesquisa s na minimizagcao é denomindada direcdo descendente
pois como

)< )
Equacao 5-A
o produto dos vetores V'f(x) e s é sempre negativo, ou seja
V' flx)s<0
Equacao 5-B

Para provar esta afirmagdo examine os vetores V'f(x) e s* na figura 5-a. O
angulo entre eles é ¢, assim

VTf(gk )gk = ‘VTf(gk l.‘gk ‘.cosé’

Equacgéao 5-C

a2

-W )
Fegifio de walidade
da diregfio de busca

S

Figura 5-A: Identificagdo da regiao das possiveis dire¢gées de busca

Se 6=90° como na figura 5-a, entdo a diregdo de busca (ao longo de s*) ndo
ird diminuir o valor da FO. Se 0° < #<90° entdo havera um aumento da FO,
portanto para atingir o objetivo, ou seja, minimizar f(x), 180° > #>90° e cosf<
0, consequentemente V'f(x").s"<0.

Existem basicamente 3 classes de Ml's para resolver problemas de OMSR:

MI1. Métodos de 12 ordem: gradiente, gradiente conjugado
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MI2. Métodos de 22 ordem: Newton, Levengerg-Marquardt

MI3. Métodos da secante ou métodos quasi-Newton: Broyden, Powell,
Davidson-Fletcher-Powell (DFP), Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shano
(BFGS), Davidson

5.1.1. Método do Gradiente ou Método do Gradiente Descendente

Este método utiliza apenas a derivada de 12 ordem para atender a FO.

O gradiente € um vetor no ponto x que indica (localmente) a diregdo na
qual a fungdo f(x) mais cresce e € ortogonal (perpendicular) a tangente do
contorno de f(x) no ponto x . Na maximizagao utilizaremos diretamente o
gradiente e o algoritmo é denominado de "gradiente ascendente", enquanto
que na minimizagdo usaremos a negativa do gradiente, por isso 0 nome
"gradiente descendente".

Portanto no método do gradiente descendente a direcdo de busca € igual a
negativa do gradiente

s*=-vrlx')
Equacao 5-D
Porém na maioria das vezes é conveniente utilizar o gradiente apenas para

indicar o sentido do passo, mas nao a amplitude do mesmo e o ponto 6timo é
atualizado da seguinte forma

Ekﬂ :Ek +A£k zzk +;tk§k :Ek —lka(zk)
Equacao 5-E

onde Ax“=x*"-x éovetorde x¢ a X"
s* direcdo de busca, a direcdo do gradiente descendente
X escalar que determina o comprimento a ser percorrido na diregéo s

O método utiliza a equagdo 5-e recursivamente até que a tolerancia seja
atingida. No ponto minimo o valor do gradiente deve ser igual a zero.

Para definir o valor de * existem varios métodos, mas citaremos apenas
dois deles:

(a) A* = 1 = constante, neste caso o passo utilizado raramente é o apropriado.
(b) 2% = 2°°' & calculado por

vl )st
(5" e )s*

Equacao 5-F

ﬂopt _

O meétodo gradiente apresenta trés dificuldades:

Ricardo Kalid - Otimizacao de processos quimicos: problemas sem restrigoes — kalid@ufba.br



. Labaratario de Controle e
Otimizacao Industrial 1 00

www.LACO|.ufba.br

E eficiente nas primeiras iteracdes, quando o ponto encontra-se afastado do
ponto 6timo, porém sua taxa de convergéncia diminui drasticamente a medida
que se aproxima da solugao o6tima.

D1.

D2.

Se os eixos das curvas de nivel da FO sao paralelos aos eixos formados
pelas variaveis de decisao, por exemglo quando nao existe interagcao entre
as variaveis de decisao [ f(x1,x2) = x1“ + x> ], a direcdo de busca apontara
diretamente para o 6timo, figura 5-be figura 5-c. Porém quando esses eixos
nao sio paralelos, a taxa de convergéncia cai drasticamente, por exemplo
quando existe interagdo entre as variaveis de busca [ f(x1,x2) = X12 + X2 +
Xx1.X2 ], figura 5-d e figura 5-e. Podemos resumir esta dificuldade dizendo
que este método € muito sensivel a forma das curvas de nivel.

O gradiente descendente determina um ponto estacionario, nao
distinguindo se o mesmo € um extremo ou ponto de sela. Se for um ponto
de sela €& necessario empregar um metodo que nao usa o gradiente para
mover o ponto para fora dessa regido. A estacionaridade do ponto pode
ser testada examinando a matriz Hessiana da FO, conforme descrito no
capitulo 2.
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D3.

x1 = -2:0.1:2; x2 = -2:0.1:2;
[X1,X2] = meshgrid(xl,x2) ;
fx1 = X1.42 + X2.72;

mesh (x1,x2,£fx1)

/

L0
KK
SR
SRR
SRR
SRR

Figura 5-B: Grafico de fy4

x1l = -2:0.1:2; x2 = -2:0.1:2;
[X1,X2] = meshgrid(xl,x2) ;
fx2 = X1.742 + X2.72 + X1.*X2;
mesh (x1,x2, £x2)

Figura 5-D: Grafico de fy.

vl =[0.1,0.5,1,1.5,2,3,4,6];
c = contour (x1,x2,£fx1,vl);
clabel (c) ;

Figura 5-C: Curvas de nivel de fy,

v2 = [0.1,0.5,1,1.5,2,3,4,6];
c = contour (x1,x2,£fx,v2);
clabel (c) ;

4

Figura 5-E: Curvas de nivel de fy>

5.1.2. Método do Gradiente Conjugado

Este método, também de 1%ordem, combina (linearmente) o gradiente da
iteracado atual com o da anterior definindo a nova dire¢cao de busca, dai o nome
gradiente conjugado. Também tem taxa de convergéncia quadratica e tem um
desempenho superior ao método do gradiente descendente sem aumentar
significativamente o esforgo computacional. A demonstragdo desta ultima
afirmacao é encontrada em Himmelblau e Edgar (1980), pagina 219.

O algoritmo do método do gradiente conjugado pode ser assim resumido:
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P1. Defina uma estimativa inicial x°

P2.Calcule f(x°) e Vf(x°), faga s°=-Vf(x°)

P3.Compute x'=x°+ 1°.s°. 1° é o escalar que minimiza f(x) na direcdo s°,
ou seja € obtido através de uma busca unidimensional.

P4.Calcule f(x') e Vf(x"). A nova diregdo de busca & uma combinagao linear
entre s° e VAx'):

s =Vl s v ] [ )]

- vl ) e )

Equacao 5-G

Para a k-ésima iteragao:

o e o)

gku:_vf(z"ﬂ) _~ [Vf(y_ck)ﬂvf()_c")J

P5. Teste se a FO esta sendo minimizada, se n&o volte ao passo P4.
P6. Termine o algoritmo quando ||s*|| for menor que a tolerancia desejada.

Um problema com este método é que se a razao entre os produtos internos
dos gradientes entre as iteragdes k+1 e k for pequena recaimos no algoritmo
do gradiente descendente.

5.1.3. Método de Newton

Este € um método indireto de 22 ordem. Vamos aproximar a FO por uma
série de Taylor truncada no 3° termo.

£z 7t e[l ) ot +%(A£" J 1l Jax')

Equacao 5-

O minimo de f(x) na diregao x* é obtido derivando a equagado 5-i em relagao
a x eigualando a zero

vl bl st )= 0
Equacgao 5-J

At ==t =l | s
Equacao 5-K

ou

onde [H(x*)]" é o inverso da matriz Hessiana.
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Observe que a equacao 5-k define simultaneamente o sentido e a magnitude
{-[H(X)T'VF(x)} do passo de atualizacdo (Ax*) das variaveis de decisdo (x*) .

Se f(x) for realmente quadratica entdo o minimo € alcangada em uma
iteracdo. Entretanto, em geral para uma FO ndo-linear sdo necessarios varias
iteragcdes. Neste caso é interessante alterar a equacdo 5-k modificando a
amplitude do passo da seguinte maneira

Azk = zkﬂ —Ek = —Zk.ﬁ(zk)TlVf(Ek)z /Ikék
Equacao 5-L
onde A¥ (amplitude do passo) pode ser calculado pela equagdo 5-f. No método
de Newton 4 =1 em cada passo.

Note também que para avaliar Ax< ndo é preciso inverter a matriz Hessiana,
pois podemos reescrever equagao 5-j em forma de sistema de equagdes
lineares

Hlx* Jlaxt )= -vrls')

Equacao 5-M
que tem solugdo relativamente facil, e que diminui os erros de
arredondamenteo cometidos durante a inversao de matrizes.

O método de Newton, quando converge, € bastante rapido. Porém tem as
seguintes desvantagens:

D1.Encontra apenas o minimo local.

D2.Requer a inversdo de uma matriz, ou pelo menos a solugdo de um sistema
linear a cada iteragao.

D3.Requer a avaliagdo analitica das derivadas de 12 e 22 ordem.
D4.Pode convergir para um ponto de sela se H(x) nao é positiva definida.
D5.Tem desempenho fraco quando a estimativa inicial € ruim.

A dificuldade D3 pode ser amenizada aproximando a derivada por uma
férmula apropriada de diferencas finitas.

Se H(x) for positiva-definida e se a FO pode ser aproximada por uma
funcdo quadratica, o método de Newton tem a vantagem de ter uma taxa de
convergéncia quadratica nas vizinhangas do ponto 6timo, ou seja, na regiao
onde o gradiente descendente ou conjugado tem um desempenho ruim. Porém
em regides afastadas do minimo o método de newton tem uma taxa de
convergéncia pequena.

5.14. Método de Levenberg-Marquardt

Levenberg, Marquardt e outros pesquisadores sugeriram que a matriz
Hessiana de f(x), H(x), seja modificada a cada iteragdo de forma a garantir
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que a nova matriz Hessiana, E(g) , Seja sempre positiva-definida e bem-
condicionada. Isto € efetuado adicionando a H(x) uma matriz diagonal
H(x)= H(x)+ p1
Equacao 5-N

onde [ é uma constante positiva, suficientemente grande para garantir que
E(g) seja positiva-definida quando H(x) néo é. Também é possivel usar

) =[EE)] +71

Equacao 5-O

onde y é uma constante com finalidades analogas aos de f.

Para definir a magnitude de /S precisamos estimar qual o menor (mais
negativo) autovalor de H(x), a1, e fazer com que > -min(a1) . Note que se
p for suficientemente grande pl pode subjugar a H(x) e neste caso o
algoritmo se aproxima do gradiente descendente.

O método de Levenberg-Marquardt para minimizar uma fungcdo pode ser
implementado segundo o algoritmo abaixo:

P1.Defina uma estimativa inicial x° e uma tolerancia « .
P2.Para k=0 faga /£ =10°.

P3.Calcule Vf(x*).

P4. Verifique se a tolerancia foi atingida, se nao continue.

P5.Calcule s* =-[H + 1] vf(x*) .

P6.Compute x*'=x*+ 2*s*. 1¥ é calculada pela equacdo 5-.
P7.Se f(x**') < f(x*) va ao passo P8, se n3o va ao passo P9.
P8. f*1= 0,254, e k =k +1 . Volte ao passo P3.

P9. = 2. Volte ao passo P3.

Portanto o método de Levenberg-Marquardt no inicio se comporta como um
gradiente descendente (S grande), mas a medida que se aproxima do ponto
otimo tende a se comportar como o método de Newton ou o de quasi-Newton

( pequeno).
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5.1.5. Método da Secante ou Quasi-Newton

Por analogia com o método da secante para fungbes de uma variavel, os
procedimentos descritos nesta se¢ao minimizam f(x) utilizando apenas os
valores de f(x) e de Vf(x); a Hessiana de f(x) & aproximada por combinagao
desses valores, H(x) .

Esses métodos também sdo afetados pela estimativa inicial de x°.

Os algoritmos dos métodos quasi-Newton podem ser resumido da seguinte
maneira:

Passo 0 (zero)

P1. Defina uma estimativa inicial x° e uma tolerancia «.

P2. Selecione a diregao inicial de busca s°. Usualmente s°=-Vf(x°).

P3. Calcule i[o zg(go), freqlientemente £0 =1 se i[(go) nao for positiva-
definida

Passo k

P1.Calcule o escalar A*, por exemplo pela equacéo 5-f, ou faca A= 1.

-1

P2. Calcule x*! que minimiza f(x) : f‘zg‘m"(g"j s

P3.Calcule f(x") e VAX".
P4.Calcule AX* = X" - x* e Agf= VAx"") - VAXY).

Akl Ak Ak A k1] NaE ~kY]
P5.Calcule 4" =& +A(g] ou [g } :[H} +[A(H ﬂ

escolhendo uma das equagdes entre equagao 5-p e equagao 5-t.
P6. Calcule a nova direcao de busca por

Akt [ , . ~ .
o M= —[g } Vf(;"“) através da inversdo de matriz ou
A k+1 ~ . .
o H "= —Vf(g"”) pela solucdo do sistema linear,.
Passo k +1

P1. Verifique se a tolerancia ¢ foi atingida

P2.Se o critério de convergéncia foi satisfeito, pare. Se nao, retorne ao passo
K.

Algumas equacdes que realizam a aproximagado da matrix Hessiana ou de
sua inversa s&o mostradas a seguir:
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Broyden:

qay L@ ]

-1
o (&) o

Equacao 5-P

Ax Ax @kT(Ag")(Ag"Y[(QkHT
o ) be') (e (2) (ae)

Equacgéo 5-Q

Davidson-Fletcher-Powell (DFP):

Ou sua equivalente
0 (Ag" —ikAz"](Agk f +A§k(A§k —QkAz"]T
{&)- e T ‘

(Agk—ikAx ] Ax Ag (Ag )

Equacao 5-R
Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno (BFGS):
e {Agk - [Qk )1 Agk }(A)_ck)l + A)_ck {Agk — [Qk )1 Agk T
&) - e T

Ou sua equivalente

i) 22 ] iar(t) i

Equacao 5-T
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Algumas desvantagens desses método sao

A\l
D1.H ou (gk) pode deixar de ser positiva-definida, neste caso devemos

utilizar um dos métodos descritos na se¢ao 5.1.4.

A ~ -1
D2.A correcao A(Hk) ou A(Hk) pode tornar-se ilimitada devido aos erros

de arredondamento.

o\l
D3.Se Ax" :—ﬂk(gk) Vf(gk) por acaso tem a mesma direcdo da iteragao

A

. - A k+1 k1)1 . . .
anteriorentdo H ou [(H torna-se singular ou indeterminada.

5.2. Meétodos Diretos (MD) para OMSR

Métodos diretos ndo utilizam as derivadas para determinar a diregcao da
busca. As vezes os MD's sdo mais efetivos que os MI's, porém esses Ultimos
tem uma taxa maior de convergéncia. Os MD's apresentam a vantagem de
serem faceis de entender e implementar.

Os MD's mais utilizados em problemas de engenharia quimica sao:
MD1. Busca randomica.
MD2. Grade de busca.
MD3. Busca unidirecional.
MD4. Método simplex ou do poliedro flexivel.

5.2.1. Busca Randomica

O algoritmo deste procedimento € o seguinte
P1.Fazer k=0
P2. Randdmicamente escolher um vetor x*
P3.Avaliar f(x")
P4. Verificar se a tolerancia foi atingida, se néo retornar ao passo P2.

Alguns métodos escolhem a diregdo de busca randomicamente e minimizam
nessa direcdo a fungao f(x). Obviamente, a solugao 6tima sé pode ser obtida
com 100% de probabilidade quando k — o« , mas se a FO for muito suave esse
método é razoavel.

Uma alternativa interessante € utilizar esse procedimento como ponto de
partida para outro algoritmo: realiza-se uma série de buscas randémicas
escolhendo a que representar menor valor para f(x) .
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Também podemos utilizar a busca randémica para certificar que o ponto
otimo é apenas um extremo local. Neste caso damos uma perturbada na
solucdo otima e se apos varias perturbacdes verificamos que voltamos ao
mesmo ponto 6timo, temos uma boa probabilidade de termos encontrado o
maximo global duma certa regido. Por exemplo, na Figura 1-2, do capitulo 1, a
FO tem inUmeros vales e montes proximo ao ponto 6timo. Se, ao encontrar um
ponto candidato ao otimo, o perturbarmos por pequenos incrementos
randémicos e, ao continuar com a busca, verificamos que fomos para outro
ponto estacionario temos a certeza que existem multiplicidade de pontos
estacionarios e a procura do ponto 6timo deve ser melhor investigada.

5.2.2. Grade de Busca

Esse algoritmo simplesmente faz o mapeamento da FO ao longo de pontos
afastados um do outro segundo uma geometria previamente determinada,
figura 5-f. Escolhemos o ponto que minimiza (maximiza) f(x) , neste ponto
repete-se a grade e assim sucessivamente, até encontrar o ponto 6timo.

G ) % QP

G & )]
Figura 5-F: Varias tipos de grades de busca

O método da grade de busca requer um elevado esforgo computacional para
problemas multivariavel.

5.2.3. Busca Unidimensional

O algoritmo desse método pode ser assim resumido:
P1.Fazer k=0 e estimar um vetor x°.
P2. Escolher uma componente j do vetor x*.
P3. Utilizando um método de otimizagdo unidimensional, encontrar o ponto
6timo na diregéo ;.
P4.Escolher outra direcdo j e retornar ao passo P3 até ter percorrido todas n
direcdes possiveis.
P5. Verificar se a tolerancia foi atingida, se nao retornar ao passo P2.
Esse método s6 é mais eficiente quanto mais quadratica for a FO, isto €,

quanto mais alinhado estiverem os eixos das curvas de nivel com os eixos das
variaveis de decisao.
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x1l = -2:0.1:2; x2 = -2:0.1:2; x1l = -2:0.1:2; x2 = -2:0.1:2;
[X1,X2] = meshgrid(xl,x2) ; [X1,X2] = meshgrid(xl,x2) ;
fx1 = X1.42 + 10*X2.42; fx2 = X1.22 + X2.72 + X1.*X2;
vl =[0.1,0.5,1,1.5,2,3,4,6]; v2 = [0.1,0.5,1,1.5,2,3,4,6];
c = contour (x1,x2,£fx1,vl); c = contour (x1,x2,£fx,v2);
clabel(c) ; clabel (c) ;

2

15

1
05 /A/—+L\
0
.

-1

-1.5

2 . . . . . . .
2 15 4 05 0 05 1 15 2

Figura 5-G: Curvas de nivel com os  Figura 5-H: Curvas de nivel com os
eixos alinhados eixos desalinhados

5.24. Método Simplex ou do Poliedro Flexivel

Esse método utiliza uma figura geométrica regular (um simplex) para
selecionar o ponto, um dos vértices do simplex, que minimiza f(x) . Em duas
dimensdes o simplex é um tridngulo, em trés dimensdes, um tetraedro, e assim
sucessivamente. Para entender o método vamos assumir uma fungédo de duas
variaveis e que o tridngulo seja equilatero.

Na primeira iteragao para minimizar f(x), f(x) € avaliada em trés pontos, os
vértices de um tridngulo, figura 5-i(a). A direcdo de busca € orientada a partir
do ponto de maior valor de f(x) passando pelo centréide do simplex, assim uma
vez determinada a diregdo e como o tridngulo é equilatero esta determinado
um novo ponto, figura 5-i(a). A FO é avaliada neste novo ponto € uma nova
diregao de busca é determinada. O procedimento é repetido, sempre rejeitando
um vértice, figura 5-i(b). Também devem ser desconsiderados vértices ja
visitados. Quando nenhum novo vértice € encontrado devemos diminuir o
tamanho da aresta do triangulo e continuar com a busca do ponto 6timo até
atingr o critério de parada.

Nelder e Mead (1965)* descrevem uma versao do método mais eficiente e
mais complexa, que permite estabelecer figuras geométricas que expandem e
contrarem suas arestas continuamente durante a busca do ponto 6timo

* Nelder, J. A., e R. Mead, "A Simplex Method for Function Minimization", The Computer
Journal, 7: 308 (1965)
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(poliedro flexivel). Detalhes deste método e um cédigo computacional séo
encontrados em Himmelblau (1970)@ e (1972)#

L)

-4

-
» .
- centrdide

(&) Simplex de duas variaveis

X
. . 1
(b) Seqifncia de pontos gerado pelo método Simplex.

Figura 5-1: Representagao do método Simplex

5.3. Avalia¢do dos MD's e MI's para Problemas de OMSR

Os MD's foram os primeiros métodos propostos para resolver problemas de
OMSR e sao utilizados na industria quimica devido ao fato de serem simples
de entender e implementar, entretanto sdo menos eficientes e robustos que os
modernos Ml's. Porém para problemas com duas variaveis de decisdo os MD's
sao frequentemente satisfatorios.

Os Ml's, por outro lado, necessitam de conhecer as derivadas da FO. Se
utilizarmos as derivadas analiticas temos menor esforgo computacional ao
custo de um maior esforgco cerebral. Se utilizarmos as derivadas aproximadas
por diferencgas finitas estamos mais sujeitos a erros de truncamento. Na tabela
5-a vemos a comparacao entre MI's e MD’s.

Tabela 5-A: Comparacgao entre Ml's e MD's

Métodos numéricos de otimizagao

Método Indireto (MI) Método Direto (MD)
Utilizam f(x) e f (x) a cada Utilizam f(x) a cada iteragao
iteracao

Menor numero de iteracbes Maior numero de iteragdes

Maior tempo por iteragao Menor tempo por iteragiao

@ Himmelblau, D. M., Process Analysis by Statistical Methods, John Wiley & Sons, New York,
1970.
# Himmelblau, D. M., Applied Nonlinear Programming, McGraw-Hill, New York, 1972.
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Fornecem apenas uma solugao aproximada do ponto 6timo

Para que os métodos estudados sejam eficientes € necessario que:
¢ a fungéo seja unimodal,
e seja conhecida a regido de busca que contenha o extremo da funcgao,
¢ nos métodos indiretos (MI) seja dada uma boa estimativa inicial.

E lembremos sempre que o julgamento do engenheiro é essencial na
aceitacao ou nao das solugoes encontradas pelos pacotes computacionais.

5.4. Exercicios

E5.1. Nas fungbdes apresentadas nos exercicios E2.8., E2.10.(c) e E2.10.(d)
encontre os pontos estacionarios e classifique-os.

E5.2. Utilizando as fungdes fminu('f',x) € £fmins('f',x) do toolbox de
otimizacdo do MATLAB resolva os exercicios E2.11 e E2.12. Compare as
respostas obtidas e o desempenho dos métodos numeéricos empregados.

E5.3. Através da analise dimensional, o problema de transferéncia de calor
pode ser expresso por:

Nu =a Re?
onde Nu = numero de Nusselt
Re = numero de Reynolds

a e f = constantes

Defina uma FO e Obtenha a melhor estimativa de « e S baseada nos
seguintes dados experimentais:

Tabela 5-B: Dados experimentais para o exercicio E5.3.
Re [ 100(100 (200|200 | 300|300 |400|400 500|500
Nu| 31|36 |33[40 |40 |42 |43 |45 | 36 | 49

Ref.: Himmelblau, D. M., Process Analysis by Statistical Methods, John Wiley &
Sons, New York, 1970.
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E5.4. Ajuste a equacao de estado de Berthelot (para 1 mol):
poRel _ a
V—-b TV

para o SO, a partir dos seguintes dados:

Tabela 5-C: Dados para o exercicio E5.4.

"4 P massa de gas T
(cm’/g) (atm) 9 CC)
67,810 5,651 0,2948 50
50,882 7,338
45,280 8,118
72,946 5,767 0,2948 75
49,603 8,237
23,331 15,710
80,170 5,699 0,2948 100
45,664 9,676
25,284 16,345
15,285 24,401
84,581 5,812 0,2948 125
42,675 11,120
23,480 19,017
14,735 27,921
23,913 20,314 1,9533 150
18,241 25,695

17,2937 51,022
4,6577 63,730

20,685 26,617 1,9533 200
10,595 47,498
5,8481 74,190

Ref.: Himmelblau, D. M., Process Analysis by Statistical Methods, John Wiley &
Sons, New York, 1970.
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6. Ajuste de Modelos Matematicos

Neste capitulo estudaremos o ajuste de modelos matematicos lineares com
uma variavel independente (secdo 6.1), com varias variaveis independentes
(secédo 6.2) e o ajuste de modelos matematicos nado-lineares (secéo 6.3) a
dados experimentais. Veremos também algumas observagdes e "dicas" (secao
6.4) que podem acelerar a convergéncia dos métodos numéricos utilizados no
ajuste de modelos matematicos. Por fim, mas nao por ultimo, resolveremos
alguns exercicios (se¢ao 6.5) que ajudarao a fixar os conceitos discutidos neste
capitulo.

Como ja dissemos anteriormente, o tratamento rigoroso e correto de ajuste
de modelos emprega conceitos e procedimentos estatisticos, porém neste
curso faremos um estudo mais "pragmatico" e superficial deste problema.
Abordaremos o ajuste de modelos do ponto de vista de um problema de
otimizagdo. Entretanto, alguns conceitos estatisticos serdo necessarios e
citados/definidos nos momentos oportunos.

Devemos ter claro o significado de variavel deterministica e de variavel
estocastica:

Variavel deterministica - assume um unico valor com probabilidade de 100%
de ocorrer;

Variavel estocastica - pode assumir um valor com uma certa probabilidade
(menor que 100% de ocorrer).

Simplificadamente, podemos definir que uma variavel estocastica tem uma
parte deterministica e uma parte randémica ou aleatéria, que denominamos
desvio padrao, ou seja

Variavel estocastica = parte (variavel) deterministica + desvio padrao

AS VARIAVEIS ESTOCASTICAS SERAO REPRESENTADAS EM LETRAS MAIUSCULAS,

com a excegao do desvio padrao que sera representado pela letra grega sigma
(+), enquanto que as deterministicas em letras minusculas.

Na figura 6-a observamos algumas representagbes esquematicas de
modelos matematicos. O diagrama de blocos letra (c) € o adequado a
formulacdo matematica de uma variavel estocastica adotada neste curso:

Y(e)=f(x()+ ()= () +ole)

Equacao 6-A
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x(t) Modelo | y(t), x(t) | Modelo Y(t
Deterministic Estocastico

~

(@) (b)

ym

x(t) Modelo y(t Y(t X(t) Modelo Y(t)
Deterministic Deterministic

~ ~

(c) (d)
Figura 6-A: Diagramas de blocos de modelo deterministico (a) e
estocasticos (b,c,d)

Sa0 sinbnimos de variavel estocastica: variavel aleatéria e/ou variavel
randémica ("randon or stochastic variable").

A bibliografia recomendada para este capitulo é:

Himmelblau, David M. Process Analysis by Statistical Methods. John
Wiley & Sons, Inc. 1970

6.1. Ajuste de Modelos Lineares nos Parametros Com Uma Variavel
Independente

Vamos assumir que apenas a variavel dependente (VDep) € estocastica e
que a variavel independente (VI) é deterministica, isto €, a VDep esta
associado um certo desvio padrdo, enquanto que o valor assumido pela VI é
conhecido e sem erros (desvios) de medi¢cao ou de qualquer outra natureza.

Neste texto vamos nos referir a modelos lineares apenas nos parametros,
sendo que a variavel independente pode ou nao ser linear, por exemplo:

a) Modelo linear nos parametros e na VI:
Y(¢)=b, + b, x(t)
Equacao 6-B

b) Modelo linear nos parametros e nao-linear na VI:

Y(t)=b, + b, +/x(7)

Equacgéao 6-C
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¢) Modelo nao-linear nos parametros e na ViI:

Y(t)=expl(by b, )4/x(t) + b,

Equacao 6-D

Neste capitulo estudaremos modelos conforme a equagao 6-b ou a equacao
6-c. Para reconhecer se um modelo é linear em relagédo a um dado parametro
basta derivar parcialmente o modelo em relagdo ao parametro, se o resultado
nao depender do parametro entdo o modelo € linear em relagdo ao mesmo.

6.1.1. Escolha da Forma do Modelo Linear

Na maioria das vezes a relagédo entre as VI's e VDep's é nao-linear, nesses
casos, para aplicar a regressao linear, devemos estabelecer uma relagéo linear
entre essas variaveis, aplicando transformagdes as mesmas. Alguns exemplos
de transformacdes podem ser observadas na tabela 6-a.

Tabela 6-A: Transformagdes para forma linear de fungdes de uma variavel

Equagdo na Coordenadas na Forma Linear Equagdo na
Forma Forma

Nao-Linear Eixo X Eixo Y Linear

1 g 1 .

;:b0+bl,x X y :; vy =b,+b.x
1 # 1 #

y=b,+b.— x'=— y y=b,+bx
X X

X X

—=b,+b.x X y#:; y#:b0+b1'x

y=b,x" +b, x" =log(x) y* =log(y-b,) | »" =log(b,)+b,x"

Se uma relacdo linear entre a VI e a VDep é estabelecida, através de uma
transformacéao, os parametros do modelo n&o-linear podem ser estimados por
regressao linear. No entanto, o tratamento dos erros de medigdo da VDep
torna-se mais complexo, pois a transformacéao linear ndo pode ser aplicada ao
tratamento do erro. Por exemplo, seja a relagdo nao-linear:

Y=y+g=b0.xb‘ +¢

Equacao 6-E

Linearizando a equacgao 6-e, nao obteremos o resultado abaixo:
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log(Y)=1log(b, )+ b,.log(x)+ &
Equacgéao 6-F
Outro fato relevante, quanto a forma do modelo a ser ajustado, € a
independéncia entre os parametros do mesmo. Isto €, quanto mais
independente os parametros entre si, mais facil e confiavel o ajuste. Para

modelos lineares de 12 ordem uma forma de estabelecer a independéncia entre
0s parametros é escrever o modelo da seguinte maneira:

Y = b, +b,[x-x)
Equacgao 6-G

onde x é a média dos valores de x .

6.1.2. Ajuste do Modelo Linear Univariavel

A obtenc&o das melhores estimativast dos parametros de um modelo é um
problema de otimizacdo. Portanto é necessario estabelecer:

a) a fungao objetivo (FO) a ser alcangada;
b) a(s) funcédo(des) de restricao(des) (FR), estas ndo serdo consideradas neste
capitulo;
c) o critério de parada, quando for utilizado um método numérico.
A fungdo objetivo (FO) pode ser, por exemplo, a minimizagdo da soma dos
quadrados dos erros, entre valor medido e valor calculado pelo modelo da VI,

ou a maximizagao da fungao de verossimilhanga; ou minimizagdo da soma do
modulo dos erros.

A estimativa através da funcido de maxima verossimilhangca requer o
conhecimento de conceitos estatisticos que fogem ao escopo deste curso e,
por isso, nao sera aqui estudada.

A utilizacdo da fungdo moddulo sempre leva a um tratamento matematico
complexo e ndo necessariamente mais adequado.

Portanto o uso dos minimos quadrados € conveniente aos nOsSsOS
propositos. Além disso conduz a problemas de otimizacdo com solugao
analitica.

Seja a FO a sequir:

t Melhores estimativas, pois nunca obteremos o valor real do parametro, apenas uma
estimativa 6tima, segundo um certo critério, do mesmo.
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f = ming
no | — 2
¢ :Z[(Yz _77i) 'pi]
i=l
Equacao 6-H
onde
n, =b, +b, .(x[ - x)
Equacao 6-
n - numero total de experimentos realizados
ni - valor calculado da VDep para um certo x;
pi - numero de medidas replicadas para um certo x;

Y; - valor da média dos experimentos replicados para um certo x;
x - valor médio da variavel independente
Substituindo a equacao 6-i na equacao 6-h, obtemos
) —\\2
= min ¢ = min [Y.—b b \x. —x)| .p,
7= pips = pipt S5 o )
Equacgao 6-J
Como queremos minimizar em relagdo aos parametros devemos derivar a
funcdo ¢ em relagao aos mesmos e igualar a zero:

- é’{zl‘, [(f—bo ~b,[x, —E))z.pi]} B R

A, b,

Equacao 6-K

v a{g[@—bo b x, —E))z.p,»]} Y R

ébl %1

Equacao 6-L

Abrindo essas equacbdes, obtemos

iznl:[?[.pi]: bO.Ian:[pi]erl.i[(xi —;)pi]

i=1

Equacao 6-M

Ricardo Kalid - Otimizacao de processos quimicos: problemas sem restrigoes — kalid@ufba.br



C‘ . ) Labaratario de Controle e

Otimizacao Industrial

LACOI 118

www.LACO|.ufba.br

2SR PARTD 3| RSP | O

Equacao 6-N

mas

L Slrl,
Z[(x,—x) ] pr] XZ[p = p]-—>[p,]=0
" Yp]

i=1

=

Equacgao 6-O
entdo, resolvendo para by € by, obtemos:

_i[?i'pi]

b, =+

> lpi]

i=1

=Y

Equacao 6-P

Z[Y (x,~)p,]
z[x =

Equacgéo 6-Q

A equacao 6-p e a equacio 6-q dao as estimativas dos parametros by € bq .

6.2. Ajuste de Modelos Lineares de Varias Variaveis

Nesta secdo estamos interessados no mesmo problema da se¢ao anterior,
apenas a complexidade matematica aumenta, pois agora existem varias
variaveis independentes.

Novamente a fungado objetivo é a minimizagdo da soma dos quadrados dos
erros:

f = bo’gll’ln bq¢
¢ = [Y n) ] Ze 2]
i=1
Equacao 6-R
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onde

ni
Pi
Y:

Xj2, ...

Xk

Xi k

n, =b, +b .(x,.,1 —xi )+ b, .(x,.,2 —;2)+~~-+ b, .(x,.,q —}q)
Equacgao 6-S

numero total de experimentos realizados
valor calculado da VDep para um certo ponto (X;1, X;2, ..., Xigq)

numero de medidas replicadas para um certo ponto (x;1, Xi2, ..., Xiqg)

valor da média dos experimentos replicados para um certo ponto (X;1,
) Xl,q)
valor médio da variavel independente xi

variavel independente, onde o indice i indica a linha da matriz x, ou
seja o indice do conjunto de dados (1 <i<n); o indice k indica a coluna
da matriz x, ou seja o indice da variavel independente (sendo que para
k=0, x;o = 1) ou dos coeficientes (0 < k< q).

Como queremos minimizar em relacdo aos parametros devemos derivar a
fungdo X7 em relagdo aos mesmos e igualar a zero:

% - _22 {[Yi_bo _bl‘(xil _;1)_172'()6[2 _;2)_"'_ bq‘(xiq -, )1]?[}: 0
0 i=

Equacao 6-T

% - _22}11: {[Z_bo _bl'(xil _;1)_b2'(xi2 —;2)—---—19(1 '(xiq _;‘1 )1(xil _;l)pi}: 0
I i=

Equacao 6-U

% B _22 {[Z_bo - b, '(xil _;1)_b2'(xi2 —Xz)—'-'—bq '(xiq _;‘1 )](xiq _;‘1 )pi}: 0
. i

Equacao 6-V

Reescrevendo essas equagdes de forma apropriada:

pois

Zn:[?f'pi]

=l
b, =

g[p,.]

Equacao 6-W

=Y
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> [l —xk) J=0

b{z [ ]} b{z [ ]}
Sl ] =2 Pl ]

{3l =5 sa -5 ]}w{z[(z A
”’q{Z[(X ~x,x, =3, )p ]} z[—(_ )]

i=1

Equacao 6-Z

{3l e = b Sl o, i -
)R R 8

i=1 Py

Equacao 6-AA

A equacao 6-y e a equagao 6-aa constituem um sistema linear de equacgoes.

Definindo os seguintes vetores e matrizes:

_?1 by 1 gx —;1; EXu ;23 Exlq _;q ;_
Y= Y_2 , b= b:1  x= 1 le. X1 xzz. x2) - _xq
Frd Pudigom 1 (xl_xl) ( —xz (xq xq (g+1)
p 0 0 Y 1 lx, —x1 X, _x2 —xq b,
0 2 0 Y 1 Xo1 _XI X5 —_x2 _xq bl
p= e=| V7|
- O 0 p” nxn ?” _1 ( —XI) ( 2) (x nq ) _b‘]
Equagio 6-BB
obtemos
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Equacao 6-CC

Derivando ¢ em relagdo ao vetor b e igualando a zero:

s
2y ole’. e T ally - T

2| Leﬁfe)z,agz)ﬁgz, [@ag_)]ﬁgz_zfﬁ(z_ﬁ):o
@, |

Equacao 6-DD
Resolvendo a equacgao 6-dd em relagéo ao vetor b :
s p¥=x prb b=l pal [ p¥)-cG. = pa 20
Equacao 6-EE

A matriz p pode ser interpretada como uma ponderagdo da precisdo e/ou
importancia das medicbes experimentais da VDep. Desta forma, se
conhecermos as variancias das medidas experimentais da VDep (o) podemos
escrever:

Loy 0
0,
o L 0
p= 0,
1
0 0 —
o, |

_Equagéo 6-FF

6.3. Ajuste de Modelos Matematicos Nao-Lineares

Nas secOes anteriores deste capitulo, aprendemos como ajustar modelos
lineares nos parametros a dados experimentais. No entanto, tal procedimento
nem sempre € possivel ou leva a resultados adequados. Por exemplo, no
Exercicio E6.4, para aplicar a regressao linear tivemos que "forgcar a barra" e a
resposta obtida foi inadequada. Nesses casos temos que executar uma
regressao nao-linear.
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Por regressao nao-linear entende-se um problema de otimizagao cuja funcao
objetivo € a minimizagdo dos residuos (soma dos quadrados dos erros) entre
os valores medidos e os calculados da VDep.

O modelos ajustado € da seguinte forma
77 771([17 12’ xlq’b b b )
Equacgao 6-GG

onde g € o numero de variaveis independentes e m o numero de parametros
do modelo.

Em notagdo matricial a equagao 6-hh seria
n=nlxb)

Equacao 6-HH

onde
X X2 X1q b,
X1 Xy X, b
x= : b=
xnl xn2 e an bm
Equacao 6-ll

com n>m, isto é o numero de conjuntos de dados experimentais (n) deve
ser maior que o numero de parametros a ajustar (m). Cada valor observado da
VD, Y;, associado a um conjunto de x's, denominado Xx; = [ xi, Xi, ..., Xig] , €
esta relacionado com um valor esperado da VD, =5, ou seja

Y=n+e,i=12...n
Equacgao 6-JJ

onde e; representa a soma dos erros de medicao e da forma do modelo.
A equacéo de regressao (modelo a ser ajustado) € o seguinte

Y= Q(xl,xz,...,xq,bl,bz,...,bm)+g
Equacao 6-KK
A funcéo objetivo que almejamos é

f = ming

¢ = Z{ xlsb] p,}

Equacao 6-LL
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A solugdo analitica deste problema conduz a um sistema de equacdes
algébricas nao-lineares. Um problema com grau de dificuldade igual ou maior
ao problema de otimizagdo original. Por isso a abordagem numeérica do
problema de otimizacao é a mais adequada.

Podemos utilizar métodos de otimizagdo diretos ou indiretos, conforme
estudado no capitulo 5. Em qualquer dos casos, um ou mais critérios de parada
devem ser estabelecidos, veja a segéo 3.1.1.

6.3.1. Ajuste de Modelos por Métodos Diretos - Método do Poliedro
Flexivel

Podemos usar qualquer método direto (que nao utiliza derivadas) para
resolver o problema proposto pela equacao 6-ll. Para ilustrar utilizaremos o
método do poliedro flexivel ou simplex. No MATLAB a fungé&o que invoca esse
algoritmo é fmins. Para verificar o seu procedimento de chamada digite help
fmins na linha de comando e consulte o parte manual do TOOLBOX DE
OTIMIZACAO DO MATLAB incluida no final desta apostila.

6.3.2. Ajuste de Modelos por Métodos Indiretos

Se o0 modelo a ser ajustado for ndo-linear podemos expandi-lo em uma série
de Taylor, truncando a aproximagao no segundo termo. Este procedimento leva
ao método denominado de Gauss-Siedel, equivalente ao método de Newton
(ou quasi-Newton). Desta forma obtemos um modelo recursivo linear, que €&
resolvido conforme procedimento analogo ao visto na se¢ao 6.2.

Uma outra alternativa € a linearizagdo da funcédo objetivo. Neste caso
caimos em algoritmos por nos ja estudados: gradiente descendente ou
gradiente conjugado.

A tabela 6-b compara os métodos indiretos para ajuste de modelos
matematicos a dados experimentais.
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Tabela 6-B: Métodos Indiretos para Ajuste de Modelos

Taxa de
. . . Convergéncia Férmula de
Método Linearizagao N
longe da| perto da Recorréncia
solugado | solugao
Gauss-Seidel do modelo lenta alta anal99a a
equacao 6-ee
Gradiente da funcao analoga a
(descendente ou une alta lenta Equacao 5-E
. objetivo
conjugado) ou 5-H
combina a inicia conforme o
linearizagdo do | método do gradiente e . .
) analoga a
Marquardt modelo com a | depois se comporta -
~ Equacao 5-N
da funcéao como o de Gauss-
objetivo Seidel

6.4. Observacoes e ""Macetes"

Nesta seg¢do descreveremos um procedimento geral, mas nao infalivel, para
ajuste de modelos matematicos a resultados experimentais. Veremos, também,
alguns "macetes" que podem nos auxiliar e reduzir problemas de ordem
numérica, tais como mal-condicionamento ou quase singularidades de
matrizes.

Como vimos o problema da estimativa de parametros € um caso particular
de um problema de otimizagcdo. Semelhante a estimativa de parametros séo os
problemas de:

a) estimativa de estado;

O

simultadnea estimativa de parametros e de estado;

o O

) reconciliacdo de dados;
) simultadnea reconciliacdo e estimativa de parametros.

Podemos utilizar qualquer algoritmo numeérico para resolver os problemas de
estimativa de parametros. Particularmente, no TOOLBOX DE OTIMIZACAO
DO MATLAB est&o disponiveis os seguintes algoritmos:

1) Método Quasi-Newton: Broyden-Fletcher-Golfarb-Shanno (BFGS).
Comando do MATLAB fminu, com foptions(6) = 0

2) Método Quasi-Newton: Davidon-Fletcher-Powell (DFP).
Comando do MATLAB fminu, com foptions(6) = 1

3) Método Gradiente Descendente.
Comando do MATLAB fminu, com foptions(6) = 2
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4) Método Poliedro flexivel (Simplex)
Comando do MATLAB fmins, com foptions(5) =1

5) Método dos Minimos Quadrados N&o-Linear: Levenberg-Marquardt.
Comando do MATLAB leastsq, com foptions(5) =0

6) Método dos Minimos Quadrados Nao-Linear: Gauss-Newton.
Comando do MATLAB leastsq, com foptions(5) =1

7) Método do Minimo Maximo.
Comando do MATLAB minimax, com foptions default
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6.4.1. Procedimento Geral para Ajuste de Modelos

Via de regra, os passos a serem seguidos no ajuste de modelos podem ser
assim resumidos:

P1.

P2.

P3.

P4,

P5.

P6.

P7.
P8.

Eliminagcado dos "outliers”. Ou seja, retirada das informacdes
discrepantes. Isto pode ser feito através da analise de graficos e/ou por
intermédio de algoritmos*.

Normalizagao dos dados. A normalizacdo das VD's e VlI's influencia
decisivamente no comportamento dos algoritmos numéricos. A
normalizacdo deve ser realizada de forma que todas as variaveis e suas
variagbes pertengam a uma faixa restrita de valores.

Escolha da forma do modelo. E importante eliminar ou minimizar a
interacdo entre as variaveis*. Por exemplo, conforme procedimento
analogo ao descrito na seg¢ao escolha da forma do modelo linear. Para a
escolha entre modelos cinéticos concorrentes o livro Chemical Reactor
Analysis and Design. 22 edi¢do, 1990 de Kenneth B. BISCHOFF, e Gilbert
F. FROMENT, tem um procedimento muito util e eficiente. Na escolha do
modelo, sempre que possivel, parta da analise dos principios fisico-
quimicos dos fendbmenos envolvidos.

Estimativa inicial dos parametros do modelo. Um procedimento
eficiente, quando possivel, é o ajuste linear dos parametros do modelos. Se
for possivel faga inicialmente uma regresséao linear, mesmo que tenha que
linearizar o modelo a ser ajustado, pois este ajuste geralmente conduz a
boas estimativas iniciais para a regressao nao-linear. Outra possibilidade &
a escolha de um certo numero de conjuntos de dados de forma que o
sistema de equagdes tenha graus de liberdade zero. Resolvendo este
sistema temos uma estimativa inicial dos parametros do modelos nao-
linear.

Normalizagao dos parametros do modelo e/ou normalizagao da FO.
Efetue transformacdes de forma que os parametros e/ou as parcelas da FO
estejam na mesma ordem de grandeza* .

Ajuste dos parametros do método numérico. Tendo uma boa estimativa
inicial dos parametros, ajuste os parametros dos métodos numéricos de
forma a minimizar o tempo necessario ao ajuste e/ou a aumentar a
precisdo dos resultados obtidos.

Ajuste nao-linear dos parametros do modelo.

Estude a sensibilidade da FO. Verifique como se comporta a FO frente a
variagdes nas VDep's e nos parametros do modelo¥.

* Himmelblau, D. M., Process Analysis by Statistical Methods. John Wiley & Sons, New York,
1970. Pg's 77,78, 135 e 136

* |dem pg 194.

" ldem pg's 148, 149, 193 e 194.

¥ |dem pg 147 e 148
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P9. Defina o intervalo de confianga e/ou a regidao conjunta de confianga
dos parametros. Embora fuja ao escopo deste curso, a analise da
variancia dos parametros deve sempre ser realizadas .

P10.Realize simulagdes com os parametros ajustados, interpretando os
resultados.

No Apéndice | estdo reproduzidas as paginas citadas no rodapé.

6.5. Exercicios

E6.1. Determine qual a forma linear que melhor se ajusta aos dados
experimentais da tabela abaixo.

Dados de um experimento

X Y
1| 621
2 | 87.2
3 | 109.
5
4 | 127.
3
5 | 134.
7
6 | 136.
2
7 | 134.
9

E6.2. Utilizando a equacdo 6-b e a equagédo 6-g demonstre que esta ultima
conduz a parametros mutuamente independentes.

S 1dem pg's 154 a 164, 197 a 200
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E6.3. Os seguintes dados de equilibrio de SO3; em hexano sao disponiveis.
Determine um modelo linear adequado a esse experimento.

Dados experimentais do equilibrio do SO; em hexano

X Y
Pressa | Fragao Molar
0 do Hexano
(psia)
200 0.848
400 0.573
600 0.401
800 0.288
1000 0.209
1200 0.153
1400 0.111
1600 0.078

Obs.: no diretdrio de trabalho existe o arquivo E6_3.dat com os dados da tabela
acima.

E6.4.Ajuste, através de uma regressao linear e de uma néo-linear, a
equacao de estado de Berthelot (para 1 mol):
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B RgT_ a
V-b TV?

para o SO, a partir dos seguintes dados:

"4 P massa de gas T
(cm’/g) (atm) 9 CC)
67,810 5,651 0,2948 50
50,882 7,338
45,280 8,118
72,946 5,767 0,2948 75
49,603 8,237
23,331 15,710
80,170 5,699 0,2948 100
45,664 9,676
25,284 16,345
15,285 24,401
84,581 5,812 0,2948 125
42,675 11,120
23,480 19,017
14,735 27,921
23,913 20,314 1,9533 150
18,241 25,695

7,2937 51,022
4,6577 63,730
20,685 26,617 1,9533 200
10,595 47,498
5,8481 74,190

Ref.: Himmelblau, D. M., Process Analysis by Statistical Methods, John Wiley &
Sons, New York, 1970. Exemplo também utilizado no curso de otimizagao

oferecido pelo LSCP/DEQ/EPUSP a PETROBRAS.

Interprete os resultados obtidos comparando-os com a solugcdo encontradas

por vocés no exercicio E5.4.

Obs.: no diretdrio de trabalho existe o arquivo E6_4.dat com os dados da tabela

acima.
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E6.5. Oxido de nitrogénio é absorvido numa solucdo reacional para produzir
um certo composto. Os dados do experimentos estdo a seguir.
Aplicando o roteiro descrito na secédo 6.4.1, estime os coeficientes do
modelo b4, bz e bs.

y=>b,. exp(b2 .x).xb3

Dados do experimento

X Y
Oxido de | Concentragdo
Nitrogénio do Produto

Absorvido (g/l) (g/l)
0.09 15.1
0.32 57.3
0.69 103.3
1.51 174.6
2.29 191.5
3.06 193.2
3.39 178.7
3.63 172.3
3.77 167.5

Obs.: no diretdrio de trabalho existe o arquivo E6_5.dat com os dados da tabela
acima.

Utilize o método do poliedro flexivel.
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E6.6. Ajuste a equagao de Antoine

B
log,,p=A4- ?
ondepé a pressao de vapor em milimetros de mercurio, Té a temperatura

em Kelvin, eAeBséao constantes a serem determinadas.

Presséo do vapor para H,SO4 (95 % peso) em H,O para diferentes

temperaturas
Presséao de Vapor,p(mm Hg) Temperatura Absoluta (K)
0.00150 8.39 308.16 438.16
0.00235 10.30 313.16 443.16
0.00370 12.90 318.16 448.16
0.00580 15.90 323.16 453.16
0.00877 20.20 328.16 458.16
0.01330 24.80 333.16 463.16
0.01960 30.70 338.16 468.16
0.02880 36.70 343.16 473.16
0.04150 45.30 348.16 478.16
0.06060 55.00 353.16 483.16
0.08790 66.90 358.16 488.16
0.12300 79.80 363.16 493.16
0.17200 95.50 368.16 498.16
0.23700 115.00 373.16 503.16
0.32100 137.00 378.16 508.16
0.43700 164.00 383.16 513.16
0.59000 193.00 388.16 518.16
0.78800 229.00 393.16 523.16
1.0700 268.00 398.16 528.16
1.4200 314.00 403.16 533.16
1.8700 363.00 408.16 538.16
2.4000 430.00 413.16 543.16
3.1100 500.00 418.16 548.16
4.0200 580.00 423.16 553.16
5.1300 682.00 428.16 558.16
6.4700 790.00 433.019 563.16

Obs.: no diretdrio de trabalho existe o arquivo E6_6.dat com os dados da tabela
acima.
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