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Capitulo 3

O Método das Diferencas Finitas

O método das diferengas finitas pode ser utilizado para resolver problemas de valor de
contorno ou valor inicial, envolvendo equacdes diferenciais ordinarias ou parciais. Assim,
este método pode ser usado para solucionar as equagdes de modelos a pardmetros
concentrados ou distribuidos.

Neste capitulo, serd vista uma introdu¢do ao método das diferencas finitas que
permitira a solugdo de problemas de valor inicial e de alguns problemas de valor de contorno.
A solucdo de problemas com convec¢do dominante ou a propria solugdo de um escoamento
estdo fora do escopo deste curso.

3.1- Introducao

Considere, primeiramente, o problema formado por equagdes diferenciais ordinarias
(EDQ’s). Como ja vimos, existem dois tipos de problema. Um deles ¢ o problema de valor
inicial, que foi exemplificado através dos sistemas formados pelas Equacdes (1.54) a (1.57) e
pelas Equacgodes (1.78) a (1.80), e que assume a forma geral abaixo

F(t.3(2).3(2)) =0, >0

.. 3.1
t:to’y:yo’y:yo ( )

onde ¢ ¢ a variavel independente, usualmente o tempo, y é um vetor de variaveis dependentes,
v € a sua derivada em relagdo a ¢, /' ¢ um vetor de fungdes de ¢, y ey, e y, ey, sdo vetores

que representam as condigdes iniciais do problema. Note que o dominio da variavel ¢ é semi-
infinito, e que a solucao deste problema devera ser obtida marchando-se no tempo a partir da
condi¢do inicial. Caso exista pelo menos uma fun¢do dentro do vetor F que ndo dependa de
nenhum elemento do vetor y, a Equagdo (3.1) representa um sistema de equacdes algébrico-

diferenciais (sistema de EAD).

O outro tipo de problema é o de valor de contorno, que foi exemplificado pelas
Equagdes (1.96) a (1.98), e que assume a seguinte forma geral

F(x,y(x),y(x),j}(x)) =0, x,<x<x,
x=x, g(xyy)=0
X=x, gf(x,y,j/) =0

(3.2)
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onde x ¢ a variavel independente, usualmente uma coordenada espacial, y ¢ o vetor de
variaveis dependentes, y e j sdo as suas derivadas primeira e segunda, respectivamente, em

relagdo a x, /7 é um vetor de fungdes e g, e gr sdo vetores de funcdes que representam as
condicdes de contorno nos limites do dominio do sistema de equagdes.

O objetivo do método das diferencas finitas é transformar um problema composto por
equagdes diferenciais em um problema formado por equacdes algébricas. O primeiro passo
nesta direcdo ¢ a chamada discretizagio do dominio da varidvel independente. A
discretizacdo consiste em dividir o dominio de calculo em um certo nimero de subdominios.
Para um dominio semi-infinito, existem infinitos subdominios, como mostra a Figura 3.1(a).
Quando o dominio ¢ finito, 0 nimero de subdominios também o ¢, digamos que seja J, como
mostra a Figura 3.1(b). Em qualquer caso, estipulam-se os pontos que delimitem os
subdominios, que, no caso de um dominio finito, sdo iguais a (J+1) em numero.

Note que os subdominios podem ter a mesma dimensao, gerando uma malha
uniforme, ou nao, formando uma malha nao-uniforme. Embora as discretizacdes baseadas no
primeiro tipo de malha sejam mais simples, existem vantagens numéricas, em muitos casos,
no uso de malhas nao-uniformes.

T 1 T 1 >
t t;
(a)
j 01 2 -1 ol Ul J
T 1 T 1 [ > x
Xo Xj Xf
(b)

Figura 3.1 - Discretizacio de dominios unidimensionais: (a) semi-infinito, (b) finito.

O segundo passo ¢ gerar aproximacgdes para as derivadas das varidveis dependentes
que aparecem nas equagdes diferenciais, nos pontos discretos x; (ou 7)), isto €, obter y, e j,,

utilizando apenas os valores de y nestes pontos discretos, y;. Estas aproximagdes das
derivadas de uma fung¢ao por diferencas finitas serdo vistas na proxima seg¢ao.

Finalmente, aplicam-se as equagdes diferenciais ordinarias, Equacdo (3.1) ou (3.2),
aos pontos discretos x;, substituindo as aproximagdes obtidas para y; € j,. Isto gera sistemas

de equacgoes algébricas na forma
fy;)=0 (3.3)

onde /¢ um vetor de equagdes algébricas que depende dos valores desconhecidos y;, sendo
que esta dependéncia varia conforme o tipo de problema, de contorno ou inicial. Este sistema
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de equacdes, quer seja ele linear ou ndo-linear, pode ter a sua solugdo obtida pelos métodos
descritos no capitulo anterior. Note que a solu¢do assim obtida para o problema consistira em
uma seqiiéncia de pontos, x; (ou ), onde se conhecem os valores de y, y;.

Ficam claras, agora, duas caracteristicas do método de diferencas finitas: a aplicagao
das equacgdes diferenciais € local, isto ¢, em cada ponto x; (ou #), e a solugcdo obtida ¢
composta por um conjunto enumeravel de pontos onde os valores da solucdo sao conhecidos.

O método das diferengas finitas ¢ o primeiro dos métodos numéricos que veremos
aqui que ¢ baseado na discretizacdo do dominio da equagdo diferencial. Os métodos de
volumes finitos e de elementos finitos também se baseiam em uma discretizagdo do dominio,
mas com diferentes caracteristicas na obtencdo de uma solugdo aproximada das equagdes
diferenciais. J& o método dos residuos ponderados, utilizando aproximagdo polinomial, tem
um carater global e ndo utiliza uma discretizagdo do dominio.

3.2- Aproximacao de Derivadas por Diferencas Finitas

Como visto acima, um dos passo necessarios na solugao de equagdes diferenciais por
diferencas finitas ¢ a aproximacdo das derivadas presentes nestas equacdes, aplicadas a um
dado ponto arbitrario, x; ou #. Uma maneira simples de se obter estas aproximagoes ¢ através
do uso da expansdo de uma fun¢do em série de Taylor em torno de um dado ponto. Seja x;
este ponto base, podemos escrever o valor de y(x;+;) = y;+s, pela seguinte série infinita

2 3 4
Vi =Y, +)>./(x_/+1 _xj)+j}j (xj+l ;xj) +V; (xjH ;,xj) +) W"" (3.4)
enquanto que o valor de y(x;.;) = y;.; € dado por
2 3 4
Vi =Y, —yj(xj _xj—l)Jrj}J (xj _;j_l) -V (xj _3);j_l) +y§4)w_ (3-5)

Considere, agora, a necessidade de se aproximar o valor de y,, o que sera feito

utilizando as Equagdes (3.4) e (3.5). Estas equacdes podem ser escritas de forma mais
compacta através da definicdo do comprimento do dominio j

hy=x;—x,, (3.6)

Desta forma, multiplicando a Equagao (3.5) por h ., € diminuindo o resultado da Equacdo

(3.4) multiplicada por h_f, obtemos a seguinte expressdo, onde j, foi eliminado

U/ hi +h: hi
h(;?yjn h/+1y1 1 _(hz h/2+1) (hjh]+1 +h/hj+1) +y/ Lt 13' R
' (3.7)
(4) h]h;‘-#l _h h/2+1
Vi 4
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que permite escrever uma aproximagao para y; por

Y hh. . +h.h? h2h. . +h.h? (3-:8)

hk,?y‘m +(h‘/il _h.? )yj - Jily}'—l Lh«?h;l +h?h«/?+1]

= + 0
J gl JiH J g 7

onde O(z) indica que a aproximacdo tem ordem de grandeza de z, isto ¢, o valor exato da
derivada da fun¢do no ponto considerado ¢ obtido a partir da expressdao aproximada, no limite
quando z — 0. Esta ordem de grandeza ¢ oriunda do termo de menor ordem (ou primeiro
termo) entre aqueles que envolvem as derivadas de maior ordem. O conjunto deste termos, ou
a sua forma simplificada de representacdo por ordem de grandeza, ¢ denominado de erro de
truncamento.

Para uma malha uniforme

h,=h, Vj (3.9)
de modo que a aproximacao dada pela Equagdo (3.8) simplifica para

. Vit =V
y, === o) (3.10)

que ¢ a chamada aproximacao por diferenca central da derivada primeira de y.

Podemos, ainda, usar as Equagdes (3.4) e (3.5), para obter mais duas aproximagdes
para a derivada primeira de y, que para uma malha uniforme sao dadas por

Yi—Via

¥ ===+ 0lh) 3.11)

que ¢ obtida a partir da Equacao (3.5), sendo chamada de aproximagdo por diferenca para
tras (“backward differentiation™), e

. y'+ -V,
¥y ===+ 0(h) (3.12)

que ¢ obtida a partir da Equacdo (3.4), sendo chamada de aproximagdo por diferenga para
frente (“forward differentiation”).

Note que as Equacgdes (3.11) e (3.12) sdo obtidas a partir de apenas uma expansao em
série de Taylor, envolvendo, pois, valores da funcdo em somente dois pontos. Por outro lado,
a Equacdo (3.10) foi obtida a partir de duas expansdes da fungdo em série de Taylor,
aparecendo trés valores funcionais na Equacao (3.8), muito embora um deles nao apareca na
Equagao (3.10), devido ao seu coeficiente ser nulo para malhas uniformes. Isto se reflete na
ordem de aproximagdo das trés equacdes, pois as Equacgdes (3.11) e (3.12) sdo de primeira
ordem, enquanto que a Equacao (3.10) ¢ de segunda ordem.
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Do exposto, fica claro que quanto maior o niumero de valores funcionais utilizados na
obtencdo de uma expressdo aproximada, maior tendera a ser a ordem de aproximagdo da
mesma. Isto era esperado, pois a ordem de aproximagdo deve aumentar com o aumento da
informagao utilizada na construgdo da aproximagdo. Por exemplo, a utilizacdo das Equagdes
(3.4) e (3.5) para obter a Equacao (3.8) foi feita de modo a eliminar o primeiro termo do erro
de truncamento, isto ¢, o termo em j i resultando dai a maior ordem de aproximagao.

As Equagdes (3.4) e (3.5) podem ser utilizadas para obter uma aproximagao para j,
se as mesmas forem combinadas de modo a eliminar o termo em y,. Assim, multiplicando a

Equacdo (3.4) por /; e somando o resultado a Equagdo (3.5) multiplicada por 4;+;, obtém-se

3
;= h.iyj+1 (h +};ZJH) h+hj+1yj—l _,),},/ 2 h/+l _h" yf) 2 h1+1 +h' 4. (313)
b ot Nh,,, +h, Hh,, +h,
J+ 2

O segundo termo do lado esquerdo da Equacdo (3.13) ¢ da ordem de 4;+; - hj, que se anula
para malhas uniformes, para as quais a aproximagao simplifica para

I SR S
g =Tl (3.14)

que ¢ a chamada aproximacao por diferencas centrais da derivada segunda de y.

Note que a aproximagdo dada pela Equacao (3.14) ¢ de segunda ordem devido a um
cancelamento fortuito do primeiro termo do erro de truncamento. Para malhas ndo-uniformes,
isto ndo acontece e a expressdo da derivada segunda dada pela Equacdo (3.13) ¢ de segunda
ordem apenas de forma aproximada.

A Equacdo (3.14) envolve trés valores funcionais para descrever uma aproximagao da
derivada segunda da funcdo, o que ¢ o minimo necessario para isto, ja que a derivada primeira
tem que ser eliminada da forma final e, portanto, pelo menos duas expansdes em série de
Taylor tém que ser consideradas.

Nada impede que seja utilizada uma outra expansdo em série de Taylor para melhorar
a ordem de aproximagdo das equacdes acima. Por exemplo, poder-se-ia utilizar a expansao
para o valor funcional y;., (ou yj+2) para eliminar o primeiro termo do erro de truncamento da
Equagdo (3.14), obtendo-se, assim, uma aproximagio de ordem 4°. Entretanto, como veremos
mais adiante, aproximagdes envolvendo mais de trés valores funcionais em pontos adjacentes
apresentam uma maior dificuldade de solug¢do das equacdes algébricas obtidas pelo processo
de discretizagdo. Devido a isto, restringimo-nos aqui as aproximagdes vistas acima.

3.3- Solucao de EDO’s por Diferencas Finitas

A substituicdo das derivadas existentes nas equagdes diferenciais pelas suas
aproximacoes por diferencas finitas leva a sistemas de equacdes algébricas, que solucionam a
EDO, ou sistema de EDQO’s, de forma aproximada.
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Nesta secdo, este procedimento sera visto para problemas de valor de contorno através
de exemplos, onde sera introduzido o tratamento necessario a incorporagdo das condigdes de
contorno do problema, comentando-se, brevemente, o método de solucdo das equagdes
discretizadas.

Veremos, também, a aplicagdo das diferengas finitas ao problema geral de valor inicial
com uma equagao diferencial ordinaria na sua forma normal. Diversos métodos de integragao
numérica de baixa ordem serao, entdo, desenvolvidos. Em seguida, serdao vistos métodos de
integracdo mais precisos: os de Runge-Kutta, os de multiplos pontos e os BDF (“Backward
Differentiation Formula”). Finalmente, o conceito de sistemas rigidos sera abordado.

3.3.1- Problemas de valor de contorno

Considere o problema de valor de contorno dado pelas Equagdes (1.96) a (1.98),
reproduzidas abaixo.

2
Ped—¢+d—j)—2Nu¢:0
dx dx
x=0, ¢6=0 (3.15)
x=X ¢=1

Seja o dominio discretizado por uma malha uniforme com J subdominios de
comprimento & = X/J, conforme a Figura 3.1(b), com x, = 0 e x; = X. Aplicando a equagdo
diferencial acima nos pontos onde ndo se conhecem os valores funcionais de @, temos

Ped)j+&)j—2Nu¢j:0, j:]}...’J_l (316)

Utilizando as aproximagdes das derivadas primeira e segunda por diferengas centrais,
conforme as Equagoes (3.10) e (3.14), a Equagdo (3.16) pode ser escrita por

Peh(§, =, )+ 20, —20, +0,,)—4Nuh’¢p, =0, j=1-J-1 (3.17)
ou, rearranjando os termos

(2= Peh)p, , —4(Nub® +1)¢, +(2+ Peh)p,, =0, j=1--J-1 (3.18)

J+l

As condi¢des de contorno da Equacdo (3.15) entram naturalmente na solucdo do
sistema dado pela Equacdo (3.18), pois, paraj =1, ¢, =@ =0e,paraj =J- 1, ¢ = ¢y = 1.
Assim, o sistema dado pela Equagdo (3.18) pode ser escrito na forma

~4(Nuh® +1)p, +(2+ Peh)p, =0
(2= Peh)p, , —4(Nul® +1)p, +(2+ Peh)p,,, =0, j=2,+-,J -2 (3.19)
(2= Peh)d, , —4(Nuh® +1)p, , = ~(2+ Peh)
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que ¢ um sistema linear de equagdes algébricas com matriz de coeficientes tridiagonal. Este
tipo de sistema ¢ facilmente solucionavel através do algoritmo de Thomas, como visto no
Capitulo 2.

Vé-se, entdo, a vantagem de se utilizar férmulas de discretizagdo contendo, no
maximo, até trés pontos, que geram uma matriz de coeficientes na forma tridiagonal,
permitindo a utilizagdo do algoritmo de Thomas, que ¢ uma versao bem eficiente do método
da eliminagdo. Vantagens similares existem nos problemas multidimensionais.

As condi¢des de contorno do problema dado pela Equacgdo (3.15) sdo chamadas de
primeiro tipo, isto é, definem o valor da varidvel no contorno, sendo facilmente incorporadas
ao sistema algébrico das equagdes discretizadas. Diversos outros tipos de condi¢do de
contorno sdo possiveis, sendo que a sua utilizagdo no sistema de equagdes algébricas
discretizadas um pouco mais elaborada.

Em geral, a condi¢dao de contorno pode ser ndo-linear, como mostra a Equac¢ao (3.2),
onde g, e gr sdo fungdes arbitrarias de x, y e y. Entretanto, sdo trés os tipos existentes de

condigoes de contorno lineares, que descreveremos a seguir.

Diz-se que a condi¢do contorno ¢ de primeiro tipo quando o valor da variavel
dependente ¢ dado no contorno, sendo facilmente utilizada nas equagdes discretizadas. O
problema acima serve de exemplo e a forma geral ¢ dada por

x=x,y=y, (3.20)

Quando a condi¢do de contorno ¢ de segundo tipo, o valor da derivada da varidvel
dependente ¢ dado no contorno, isto é

X=x,9=7, (3.21)
Esta condi¢dao de contorno tem que ser discretizada para ser combinada com o sistema

algébrico discretizado. Por exemplo, considere o seguinte problema de valor de contorno, que
¢ similar ao dado pela Equagdo (3.15):

2
Pe@+dﬂ)—2Nu¢=0
dx dx
x=0, $=0 (3.22)
x=X ¢=1

A condicao de contorno em x = 0 tem o significado fisico de que a temperatura de saida do
fluido ndo varia mais com a coordenada axial, isto ¢, o fluido ja atingiu o equilibrio térmico.
Esta condi¢ao de contorno ¢ equivalente aquela dada pela Equagao (1.87).

A discretizacdo da equagdo diferencial do problema dado pela Equagdo (3.22) ¢ a
mesma ja obtida acima, Equacdo (3.18). A tnica diferenga & que, agora, a equacio
discretizada tem que ser também aplicada ao ponto x = 0, pois o valor da varidvel dependente
neste ponto ndo ¢ conhecido. Entretanto, a Equagao (3.18) aplicada a j = 0 tem o valor ficticio
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@.1, que ¢ eliminado através da condi¢do de contorno em x = 0, discretizada por diferenga
central:

4)1 _¢71
2h

=0 = ¢.=¢ (3.23)

Utilizando a Equagdo (3.23), podemos escrever o sistema de J equagdes algébricas que
resolve, numericamente, o problema dado pela Equagao (3.22) como

~4(Nuh® +1)p, +4¢, =0
(2= Peh)p, , —4(Nuh® +1)¢, +(2+ Peh)p,,, =0, j=1:-,J-2 (3.24)
(2- Peh)d, , —4(Nuh® +1)p, , = ~(2+ Peh)

A condicao de contorno ¢ dita de terceiro tipo quando tem a seguinte forma geral
x=x,ay+by=c (3.25)

onde a, b e ¢ sdo constantes conhecidas. O seu tratamento ¢ similar ao dado as condi¢des de
contorno de segundo tipo. Por exemplo considere o problema de valor de contorno abaixo

d¢ dd) —2Nup=0
dx dx?

x=0, $=0 (3.26)
x=X, Pe'dp+¢=1

que ¢ similar ao problema dado pela Equagao (3.15), diferindo apenas em relacdo a condi¢ao
de contorno em x = X. Esta condi¢do de contorno inclui o efeito da difusdo na condi¢ao de
entrada do fluido no tubo do trocador de calor, sendo obtida pela integracdo da prépria
equacdo diferencial em um volume em torno do ponto x = X, seguida por um processo de
limite no qual este volume tende a zero.

A discretizacdo da equacao diferencial do problema dado pela Equagao (3.26) ¢ a
mesma ja obtida acima, Equacdo (3.18), com a diferenca de que, agora, a equacdo
discretizada deve ser aplicada também ao ponto x = X. O valor ficticio ¢;+; que surge na
Equagdo (3.18) paraj = J ¢ eliminado com o auxilio da condi¢do de contorno discretizada por
diferenca central

1 (I)JH 4)] 1

Pe 2 +o,=1 = ¢,,= 2hP€(1_¢J)+(I)J—1 (3.27)

Assim, utilizando a Equacdo (3.27), pode-se escrever o sistema de J equagdes
algébricas que soluciona o problema discreto correspondente ao problema dado pela Equagao
(3.26) como

~4(Nuh® +1)p, +(2+ Peh)p, =0
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(2 Peh)p, , —4(Nuh® +1)¢, +(2+ Peh)p,,, =0, j=2,,J~1 (3.28)

Jj+l1

40, —4(Nuh2 +1 +hPe+%h2Pe2)¢J = —2hPe(2 + Peh)

Embora uma mudanca na condi¢do de contorno afete apenas umas poucas equagdes
discretas do sistema, a solugdo €, geralmente, altamente influenciada por estes efeitos.

Os sistemas gerados pela discretizagdo dos problemas descritos acima sdo lineares
porque a equacgao diferencial original e as condigdes de contorno utilizadas, Equacdo (3.15),
(3.22) e (3.26), também sdo lineares. Existindo uma nao-linearidade no problema original, o
sistema de equacdes discretizadas serd ndo-linear, sendo, entdo, necessario utilizar as técnicas
de solugdo de sistemas ndo-lineares vistas no Capitulo 2.

Exemplo 3.1: Considere a solu¢do do problema de valor de contorno dado pela
Equacdo (3.22), com Nu = 1, Pe = 1 e vérios valores de X, obtida da solugdo do
sistema dado pela Equacdo (3.24), utilizando o algoritmo de Thomas (Secdo 2.1.4).
Para cada valor de X, diversas solu¢des numéricas foram obtidas, utilizando malhas
com 4, 8, 16, 32 e 64 pontos, verificando-se quando a convergéncia era atingida,
através de um critério de tolerancia absoluta, com g, = 10'3, na norma Euclidiana entre
aproximacoes sucessivas. A Figura 3.2 apresenta as solu¢des numéricas obtidas apos
convergéncia (com 32 pontos na malha), para diversos valores do parametro X. Fica
claro, a partir destes resultados, que considerar a condi¢do de contorno ¢=0emx =0
s0 ¢ razoavel neste problema fisico para X > 6, quando esta aproximacao leva a erros
dentro da tolerancia escolhida.

1E+0

1E-1 ¢

1E-2 -

1E-3 LU . 1 . 1 . 1

Figura 3.2 - Solucio numérica do sistema dado pela Equacao (3.24).
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Exercicio 3.1: Construa um programa computacional para resolver o problema de
valor de contorno dado pela Equagdo (3.15) com X =4, Nu=1,Pe=1eJ=4,8, 16,
32, 64 e 128, utilizando uma rotina que implemente o algoritmo de Thomas. Calcule,
para cada uma das solu¢des com J > 4, a norma Euclidiana (Equagdo 2.40) do erro
absoluto do vetor solugdo, apenas nos pontos onde x =1, 2 e 3, entre aproximagoes
sucessivas, isto €

Hd,(m) _ ¢(k)“’ com ¢ = [¢(k)(1)’¢(k)(2)’¢(k)(3)]T

Estipulando um critério de tolerdncia absoluta (Equacdo 2.41), com g, = 107,
determine qual o menor valor de J, J,.i,, que satisfaz este critério. Utilizando a solugao
analitica do problema acima, dada pelas Equagdes (1.99) e (1.100), calcule, para a
solugdo obtida para J,,;,, qual o valor da norma Euclidiana do erro absoluto em relagdo
a solucao exata, utilizando todos os J,;, -1 pontos da solugao.

3.3.2- Linearizacdo em problemas de valor de contorno

Outra possibilidade para a solu¢do de problemas nao-lineares, muito usual para
problemas multidimensionais, € recorrer a um processo iterativo com linearizacao dos termos
ndo-lineares. Este procedimento ficard claro com o seguinte exemplo. Considere o problema
de valor de contorno dado pela Equagdo (3.15), mas onde o numero de Nusselt ndo ¢
constante, podendo ser considerado, dentro do intervalo de interesse, como sendo linearmente
dependente da varidvel ¢, isto é:

Nu=adp+b (3.29)

onde a e b sdo constantes conhecidas. Inserindo a Equacdo (3.29) na Equacao (3.15) e
aplicando as equagdes a cada ponto x;, j = 1, ..., J-1, tem-se:

Ped,+§,-2(ap, +b)o, =0, j=l-J-1 (3.30)

O ultimo termo do lado esquerdo da Equacdao (3.30) é nado-linear e deve ser
linearizado. A linearizagado sera efetuada em relagao a um indice de iteragao £, isto €, admite-
se que existird um processo iterativo que corrigira o valor das variaveis ¢;. Utilizando a
expansao em série de Taylor de ¢j2, na iteracdo k, e truncando apos o termo de primeira
ordem, obtém-se

(oY) 29 - - % 331
(q)sk)) z(¢gk 1)) +2¢sk 1)(¢gk) _¢gk 1)):2¢gk 1)¢Sk) _(d)sk 1)) ( )
Substituindo as Equagdes (3.31), (3.10) e (3.14) na Equagao (3.30), vem

(k (k k (k k k (k-1) 1 (k -0\
P9~ 911)+ 200 20+ o) anbel —ana 200 6 -4 ) ] =0 5
j=lee -1
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ou, rearranjando os termos

- (¥ _ (1) 4 1)p®) (R (1))’
(2 Pen)o) —4( b+ 2%ag ! + 1)o7 +(2+ Pen)o!f) = 4h2a(f1)j1) 533)
] ey ,.

Jj-l Jj+l1
-1

onde as condi¢des de contorno dadas pela Equagdo (3.15) entram naturalmente, como visto na
secdo anterior, para gerar o sistema

~4( Wb+ 21%ag! ) +1)0%) + (2+ Peh)ol = ~4h’a(pl )
(2 Peh)p) —4( W*b+2had ™ + 1)¢§."> +(2+ Peh)o) = _4h2a(¢gk—1>)2
j=20J =2
(2 Pen)olts 4 1b+ 2075 + 1)) =—4n%a(9/") ~(2+ Peh)

(3.34)

A diferenga entre a solu¢do de um problema linear ¢ de um nao-linear pode ser
discernida, claramente, comparando os métodos de solu¢do dos sistemas dados pelas
Equacdes (3.19) e (3.34). O sistema linear, dado pela Equacao (3.19), ¢ resolvido diretamente
por eliminagdo usando o algoritmo de Thomas. Ja o sistema linearizado, dado pela Equagao
(3.34), ¢ resolvido iterativamente de acordo com o algoritmo esquematizado na Figura 3.3.
Como mostra esta figura, a partir do “chute inicial” para ¢ ou dos seus valores da iteracdo
anterior, os coeficientes sdo calculados, o sistema linearizado ¢ resolvido pelo algoritmo de
Thomas e a solugdo para a iteragdo corrente ¢ obtida, com ou sem relaxacdo (vide Se¢ao
2.1.6). O resultado ¢ comparado com o da iteragdo anterior, dentro de um certo critério de
tolerancia. Caso ndo haja convergéncia, o valor de ¢ ¢ atualizado, o indice de iteracdo k ¢
incrementado e o processo repetido até se obter convergéncia.

Este método iterativo podera ser ou nao convergente, dependendo do “chute inicial”
escolhido e do fator de relaxagdo, além do préprio problema em questao.

Exemplo 3.2: Considere o problema nao-linear dado pelas Equagdes (3.15) e (3.29),
cuja forma discretizada ¢ dada pelo sistema representado na Equagdo (3.34). A
solucdo deste sistema foi obtida, iterativamente, segundo o algoritmo representado na
Figura 3.3, para X =6, Pe=1,b=1¢ea=0¢ 1. Note que o caso a = 0 corresponde a
solucao do problema linear correspondente, Equagdo (3.15), para Nu = 1. O teste de
convergéncia do processo iterativo da Figura 3.3 foi feito, utilizando um critério de
tolerancia absoluta, com g, = 10'4, na norma Euclidiana do vetor ¢,. Utilizaram-se
valores crescentes de J (4, 8, 16, 32, 64, 128, ...), até que uma tolerancia absoluta (g, =
10*) da norma Euclidiana do vetor formado pelos valores de ¢, nas posigdes x = 1,5, 3
e 4,5 fosse satisfeita para valores consecutivos de J. As solugcdes numéricas
convergidas sdo mostradas na Figura 3.4, onde ¢ claro o efeito na ndo-linearidade na
solucao.
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3-12

Chute inicial

k-1
o)

Calculo dos coeficientes do
k=k+1 sistema linearizado

Solucao do sistema linearizado
(com ou sem relaxagao)

¢(k )
J
nao convergiu [ Teste de convergéncia
¢({f) % ¢(/f—1)

J J

¢(.k) <« ¢(.k*1)

l convergiu

Figura 3.3 - Algoritmo de solucio de sistemas linearizados.

10F v T v T
Constantes para o calculo de Nu

08 a=1,b=1 i

a=0,b=1(linear)
0.6 i

R=s

04 =
02 i
0.0 k +
0 2 4 6

Figura 3.4 - Solucdes numéricas do problema de valor inicial do Exemplo 3.2.
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Exercicio 3.2: Considere o problema dado pela Equacao (3.15), mas onde Pe e Nu
dependem de ¢ do seguinte modo

Pe=ad+b
Nu = d exp(-c4)

(a) Determine o sistema de equagdes algébricas linearizadas, incluindo as condi¢des
de contorno, que resolve numericamente este problema.

(b) Construa um programa de computador que solucione o problema acima e utilize-o
para obter a solu¢do convergida na norma Euclidiana do vetor ¢;, com tolerancia
absoluta de 10 entre solugdes obtidas para valores consecutivos de J (4, 8, 16, 32, 64,
128, ...),paraX=6,a=0,5,b=1,c=0,2 e d= 1. Faga um grafico da solugdo obtida.

3.3.3- Problemas de valor inicial

Considere o seguinte problema de valor inicial que envolve apenas uma equagdo
diferencial ordinaria na sua forma normal

y=f(ty) (3.39)
t=0,y=y,

Seja o intervalo genérico entre ¢ e t+;, conforme mostra a Figura 3.1(a), e considere
diferentes formas de aproximar a derivada primeira da Equacgdo (3.35), utilizando como
informagdo conhecida apenas o ponto j, isto € y(¢)) = ;.

Utilizando a aproximagdo de diferengas finitas para frente para y,, Equacdo (3.12),

podemos aplicar a Equagdo (3.35) no ponto #, para obter
Vi =y, +hf (6, 0,)+O(R), h=t,,~1, (3.36)

que permite calcular y;+; a partir de y;, com erro da ordem de h*. A Equacio (3.36) é explicita
no valor desconhecido de yj+;, sendo, pois, o método denominado de explicito.
Especificamente, a Equacao (3.36) representa o método explicito de Euler.

Caso, por outro lado, resolvemos utilizar a aproximacao de diferencas finitas para tras
de y,,,, dada pela Equag@o (3.11) com j+1 no lugar de j, podemos aplicar a Equagdo (3.35)

no ponto 7+, € e€screver
yj+1 = yj + hf(tj+1’yj+1)+ O(hz), h= tj+1 — tj (337)

que calcula yj+; a partir de y;, com erro da ordem de h?. Note que, no caso geral, a Equacio
(3.37) é nao-linear no valor desconhecido de y;+;, sendo, pois, necessario utilizar um método
adequado a solucdo de problemas nao-lineares para se obter o valor de y;+;. Assim, como yj+;
nao pode ser explicitado a partir da Equagdo (3.37), o método é denominado de implicito.
Mais especificamente, este ¢ o chamado meétodo implicito de Euler.
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Além dos dois métodos acima, podemos ainda obter um terceiro a partir da
aproximagdo por diferenga central de y,,,, no intervalo considerado. Aplicando a Equacao

(3.35) ao meio do intervalo e utilizando a Equacdo (3.10) no intervalo entre y;+; € y;, temos
Via =y, (6 +12,9,00)+OR), h=t,,—1, (3.38)

que ainda ndo pode ser usada para obter y;+; porque o valor de f no ponto considerado ndo ¢
conhecido. Entretanto, expandindo f; = (¢, y;) € fi+1 = f (t+1, yj+1) em séries de Taylor, pode-
se facilmente mostrar que

fj+1/2 = f(tj +h/2’yj+l/2) =%(fj +f],+1)_|_ O(hz) (3.39)

de forma que a Equacao (3.38) pode ser escrita na forma

Yinn =V, +g[f(tf’yj)+f(tj+1’yj+1):|+ 0(h3)’ b= th _tj (3.40)

que permite calcular y;.;, ainda que de forma implicita. Este método ¢ ainda implicito, sendo
denominado de método trapezoidal (ou de Crank-Nicholson). Novamente, uma equagao nao-
linear tem que ser resolvida para se determinar o valor de y;+;.

Uma variante do método acima consiste em se utilizar uma estimativa de f;+; na
Equagao (3.40), utilizando o valor de y;+; como dado pelo método explicito de Euler, isto €,

yii=y, +hf(ty) b=t —t, (3.41)

h P
Vit =y +5[f(tj’yj)+f(tj+1’yj+1)] (3.42)

Isto origina um método a dois estagios do tipo preditor-corretor que ¢ denominado de método
preditor-corretor modificado de Euler. Note que, neste caso, o valor de y;+; ¢ obtido de forma
explicita.

A ordem de aproximagdo apresentada nas equacgdes acima ¢ valida localmente, isto &,
¢ 0 erro local para cada um dos intervalos individuais. Considere agora a integragdo desde y,
até yy, em N intervalos iguais, utilizando o método explicito de Euler. Podemos escrever o
valor final, yy, como

N-1 N-1
Vv =V, 2V = 1) =2, + LA (,.,) + NO(i) (3.43)

n=0 n=0

Como N h = ty - t,, temos que

N-1

Yy = Yo+ A (b, )+ (0, ~ 107000 = 3, + S h(1,,9,) + O(h) (3.44)

n=0
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e, portanto, o erro global da integracao ¢ da ordem de 4. Para todos os métodos de integragcdo
baseados em aproximacdes por diferencas finitas, pode-se, facilmente, mostrar que a ordem
do erro global sera sempre igual a ordem do erro local menos um, sendo igual a ordem de
aproximacao da formula de diferencas finitas utilizada para aproximar a derivada primeira da
equagao diferencial.

Todos os métodos de integracdo de EDQO’s vistos nesta se¢dao sdo de um unico ponto e
de um unico estagio, a excecdo do preditor-corretor de Euler, que tem dois estagios. Como
veremos no Exemplo 3.3 abaixo, existe muita vantagem, em termos de precisdo da solugao
numérica, em se utilizar métodos com uma maior ordem de aproximagdo. Existem muitos
outros métodos de integragdo de equagdes diferenciais ordinarias, explicitos ou implicitos,
com diversas ordens de aproximagdo ¢ um ou mais estagios. Mais adiante, veremos alguns
destes métodos.

Exemplo 3.3: Considere a solu¢do numérica do problema de valor inicial abaixo

utilizando os métodos de Euler explicito, Euler implicito, trapezoidal e preditor-
corretor de Euler, até o ponto # = 1, com passos uniformes de integracao de 0,2. A
solugdo analitica deste problema ¢é

As solugdes numéricas pelos métodos acima, bem como a solugdo analitica nos pontos
considerados, estdo listadas na Tabela 3.1. Vé-se, claramente, a superioridade dos
métodos de segunda ordem (trapezoidal e Euler preditor-corretor) sobre os de primeira
ordem (Euler explicito e implicito). Nota-se, também, pouca diferengca entre a
qualidade da solu¢do obtida usando os dois métodos de segunda ordem. Isto &, a
aproximacao introduzida na Equacdo (3.40) para gerar as Equacdes (3.41) e (3.42) ndo
¢ muito relevante.

Tabela 3.1 - Comparacio entre os métodos de integracao.

Euler Euler Trapezoidal Euler Solucdo
t explicito implicito preditor- analitica
corretor

0,0 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
0,2 0,8000 0,8541 0,8310 0,8360 0,8333
0,4 0,6720 0,7435 0,7113 0,7176 0,7143
0,6 0,5817 0,6572 0,6220 0,6284 0,6250
0,8 0,5140 0,5880 0,5528 0,5587 0,5556
1,0 0,4612 0,5315 0,4975 0,5029 0,5000
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Exercicio 3.3: Escreva um programa de computador para resolver o mesmo problema
de valor inicial dado no Exemplo 3.3, de =0 até # =9, utilizando os métodos de Euler
explicito, Euler implicito, trapezoidal e preditor-corretor de Euler, utilizando passos
uniformes. Para a seguinte seqiiéncia de passos uniformes W= {0,5, 0,2, 0,1, 0,05,
0,025, 0,0125, 0,00625} e para cada um dos métodos de integracao, calcule qual o
passo necessario para que

\y"(9) —y"-l(9)\ < 10-3\y"(9)\ +107*

onde y* é a solugdo numérica obtida com o passo A",

3.3.4- Métodos de Runge-Kutta

Os métodos de Runge-Kutta sdo de ponto simples, explicitos, mas com diversos
estagios, de modo a se obter uma maior ordem de aproximagdo. A idéia bésica deste tipo de
método ¢ definir que a variacdo da variavel dependente no passo em questdo ¢ dada por uma
média ponderada de variagdes desta varidvel calculadas com avaliagdes diferentes da funcao
derivada, isto é:

Vra =¥y = LAY (3.45)
Ay, = Atf(tj,yj) (3.46)
Ayl.:Atf(tj+oci,yj+B[) i>1 (3.47)

onde C;, a;, ¢ [; sdo coeficientes a serem determinados. Note que a Equacdo (3.46)
corresponde ao método de Euler explicito. Normalmente, ¢ + o; ¢ escolhido dentro do
intervalo [¢;, t+;] € B; € uma combinacdo linear dos Ay, anteriores, k = 1, 2, ..., i-1. As
constantes C;, o; € [3; sdo obtidas impondo-se que a Equagdo (3.45) concorde com a série de
Taylor de y;+ até os termos de uma ordem especificada, que serd a ordem de aproximacdo do
método.

Como exemplo, vamos derivar os métodos de Runge-Kutta de segunda ordem. Neste
caso particular as Equagdes (3.45), (3.46) e (3.47) podem ser escritas como

Yin :yj+ClAyl +C,Ay, (3.48)
Ay, =hf(t,y,)=hf, (3.49)
Ay, =hf(t; +ahy, +BAy,) (3.50)

onde C;, oo e [ sdo constantes a serem determinadas. Pode-se expandir a fungdo f'em série de
Taylor de duas variaveis
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f(ey)=f,+ 1| A+ 1] Ay (3.51)
de forma que, para a funcdo f'da Equacao (3.50), tem-se
f(tj +oh,y, +BAy1)=fj +f,|joth+fy‘j[3hf_/ e (3.52)

Truncando a Equacao (3.52) apo6s os termos de primeira ordem e substituindo o
resultado, juntamente com as Equagdes (3.49) e (3.50), na Equacao (3.48), obtém-se

Y=y, +(C+C)hf, +h2(aC2f;|j +BC, fjfy‘j)+ 0(h3) (3-53)

Comparando a Equagao (3.48) com a expansdo em série de Taylor de y;+1, dada abaixo pela
Equagdo (3.54)

yf”:yf+hfj+%h2(ft|j+fjfy‘j)_'_o(hS) (3-54)

chega-se a que as constantes do método satisfazem as relacoes

C+C =1, aC, :%, BC, :% (3.55)

Note que existem 3 relagdes para as 4 constantes, havendo, portanto, um grau de
liberdade na escolha do método de Runge-Kutta, desde que C, # 0. Repare, ainda, que os
métodos obtidos sdo de segunda ordem, pois concordam com a série de Taylor de y;+1 até os
termos de segunda ordem. Considere os possiveis métodos abaixo:

(1)Ci=C,=0,5 e a=p=1: neste caso o método preditor-corretor modificado de Euler ¢
obtido, pois

Ay, =hf(t.y;) (3.56)

v, =hf (e, + by, + v ) =h f(t,0.07) (3.57)
levando a

Yin=Y; +g(f(tj’yj)+f(tj+l’y£1)) (358)

2)C;=0,C,=1¢ea=p=0,5: neste caso, obtém-se um método chamado de preditor-
corretor de Euler de meio-intervalo:

Ay, =hf(t.y,)=hf, (3.59)
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h Ay (3.60)
Ay, = hf(tj +.); +_1) = hfj+l/2
2 2
Yin :yj+hfj+l/2 (3.61)

Note que os método de Runge-Kutta conseguem um aumento da ordem de
aproximacao através da informagdo obtida com vérias avaliacdes de funcdo derivada, f, dentro
do intervalo de calculo. Entretanto, o numero de avaliacdes desta fungdo cresce muito com a
ordem de aproximacdo do método, aumentando o custo computacional por passo de
integracao.

Talvez os métodos de Runge-Kutta mais conhecidos sejam os de quarta ordem, que
representam um compromisso entre ordem de aproximagdo e numero de avaliagdes da
derivada da variavel dependente. Um destes métodos ¢ dado pelas Equacdes (3.45), (3.46) e
(347)comn=4¢

h
Uy =0y=2, Oy=h (3.62)

Ay Ay
B, :71: B, :TZ: B, =Ay;

Exemplo 3.4: Considere o mesmo problema de valor inicial dado no Exemplo 3.3. A
sua solucdo numérica até ¢t = 1, com 4 = 0,2, utilizando o método de Runge-Kutta de
quarta ordem dado acima esta representada na Tabela 3.2, juntamente com o método
preditor-corretor modificado de Euler, que ¢ um Runge-Kutta de segunda ordem. Note
que ambos os métodos sdo explicitos, mas o primeiro precisa de 4 avaliagdes de f por
passo, enquanto o segundo s6 necessita de 2 avaliagdes. E evidente que o método de
quarta ordem tem uma excelente precisdo, da ordem de 10, em todos os pontos.

Tabela 3.2 - Comparacao entre os métodos de integracio de Runge-Kutta.

Euler preditor- Runge-Kutta de Solugdo analitica
t corretor (Runge- quarta ordem
Kutta de 2* ordem)
0,0 1,00000 1,00000 1,00000
0,2 0,83600 0,83334 0,83333
0,4 0,71764 0,71429 0,71429
0,6 0,62836 0,62501 0,62500
0,8 0,55869 0,55556 0,55556
1,0 0,50285 0,50000 0,50000

Exercicio 3.4: Resolva, numericamente, o mesmo problema de valor inicial dado no
Exercicio 3.3, mas utilizando o método de Runge-Kutta de quarta ordem dado acima.
Compare o valor obtido para o passo necessario para satisfazer o critério dado no



J.C.C.S. PintoeP. L. C. Lage
Programa de Engenharia Quimica, COPPE/UFRJ 3-19

Exercicio 3.3 com os obtidos para os métodos de integracao 1a utilizados. Compare,
também, o nimero de avaliagdes necessarias da funcdo derivada para cada um dos
métodos.

3.3.5- Métodos de multiplos pontos

Os métodos de integracdo vistos acima podem ter a sua ordem de aproximagdo
melhorada através de um maior nimero de avalia¢des da funcao derivada, dentro do intervalo
de integracdo. Por outro lado, os métodos de multiplos pontos utilizam a informagao dada
pelos valores funcionais j& obtidos, em um certo nimero de pontos anteriores, para aumentar
a ordem do método. Desta forma, obtém-se um método mais preciso com basicamente
nenhum esforgo extra, ja que a funcdo derivada ¢ avaliada apenas uma vez a cada passo da
integracao.

Considere uma equacdo diferencial ordindria na forma normal, como dada pela
Equacao (3.35), que pode ser escrita na seguinte forma integral

Vi Ly

[dv="]rf(t.(t))ar (3.63)
yj+1—q tj+l—q
onde ¢ ¢ um nimero inteiro que estabelece o ponto base de integracdo. A idéia bésica dos
métodos de multiplos pontos é aproximar a funcdo f{z, y(¢)) por um polindmio, utilizando os
valores anteriores de f, =f(t, yx), k =j+1, J, j-1, j-2, ..., de acordo com a ordem desejada para o
polindmio. Para integracdes a passo constante, a forma polinomial pode ser facilmente obtida

a partir da formula do polinomio de Newton usando diferengas para trds.

Caso o ponto atual j+1 seja utilizado como ponto base do polindomio, isto €, o
polindmio ¢ dado em poténcias de (¢ - ¢+1), 0 método serd implicito, pois f;+1 ndo é conhecida.
O método ¢ explicito quando o ponto j+1 ndo ¢ utilizado e o ponto j € o ponto base do
polindmio.

Quando ¢ = 1 na Equagdo (3.63), isto €&, a integragdo ¢ efetuada entre ¢ e ¢+1, 0 método
¢ dito de Adams. Quando um método de Adams ¢é explicito, recebe o nome de método de
Adams-Bashforth, enquanto que um método de Adams implicito ¢ chamado de método de
Adams-Moulton. A forma geral destes métodos ¢ dada por

h n+l
y’*lzyj+E(al oo f oL, o, j_3+---)+0(h ) (3.64)

onde as constantes B, o; € n sdo dadas na Tabela 3.3 para os métodos Adams-Bashforth e
Adams-Moulton de ordem 1 até 4. Note que o grau do polindmio de Newton ¢ sempre igual a
ordem de aproximagdo do método, n, menos um. Isto ¢ facilmente entendido a partir da
Equagao (3.63), pois um polindmio de ordem n-1 aproxima a funcdo f com um erro de
truncamento de ordem 7, que integrado no intervalo [#, #+] se transforma em um erro local
do método de integracdo da ordem de n+1. A integracdo ao longo de varios intervalos tem,
como sabemos, ordem de aproximagao igual ao erro local menos um, isto &, n neste caso.
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Os métodos de multiplos passos t€ém uma dificuldade de inicializagdo, que ¢ causada
pela necessidade do conhecimento da solugdo em alguns pontos anteriores. Esta dificuldade ¢
contornada através da inicializacdo do algoritmo através de um método de Runge-Kutta de
mesma ordem de aproximagdo, ou a utilizagdo de uma seqiiéncia de métodos de multiplos
pontos para gerar as solucdes nestes pontos.

Os métodos de multiplos pontos explicitos tém regido de estabilidade limitada (ver
Secdo 3.5), o que impede a sua utilizagdo pratica. J& os métodos implicitos tém regides de
estabilidade uma ordem de magnitude maior que as dos métodos explicitos, tendo maior
emprego pratico. Entretanto, ¢ comum combinar os métodos de Adams explicito e implicito
de mesma ordem para gerar um método preditor-corretor de Adams-Bashforth-Moulton. A
forma geral deste métodos ¢é representada por

h n+ :
y,-PH =)Y; +E(a’0fj TO_ JT0, ), t05) +”')+ O(h 1) , preditor (3.65)

h P n+l
Yin =D, "'E(O‘l oS ro oS, +"')+O(h )» corretor (3.66)

onde a Equacao (3.65) ¢ um método de Adams-Bashforth e a Equagdo (3.66) ¢ um método de
Adams-Moulton. Note que o corretor pode ser utilizado um ou mais vezes, embora a
realimenta¢do nao seja, usualmente, mais eficiente que a redugdo do passo de integragao.

A dificuldade de inicializagao dos métodos de multiplos pontos também ocorre cada
vez que se deseja trocar o intervalo de integracio. E possivel derivar formulas de
aproximagao polinomial para pontos em malhas ndo-uniformes, eliminando esta dificuldade
na troca de passo.

Tabela 3.3 - Parimetros dos métodos de multiplos pontos de Adams.

B | ou | o | o1 | o | a3 | 7
Adams-Bashforth
1 0 1 1
2 0 3 -1 2
12 0 23 -16 5 3
24 0 55 -59 37 -9 4
Adams-Moulton
1 1 1
2 1 1 2
12 5 8 -1 3
24 9 19 -5 1 4

Exemplo 3.5: Considere o problema de valor inicial resolvido no Exemplo 3.3. Os
métodos de Adams-Bashforth foram utilizados para integrar este problema até ¢ = 1,
com & = 0,2, obtendo-se os resultados apresentados na Tabela 3.4. Note que a ordem
do método empregado vai aumentando progressivamente durante a integracdo, até
atingir a quarta ordem, conforme valores em pontos anteriores ficam disponiveis.
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Comparando com os valores obtidos para o método de Euler explicito (que ¢ o de
Adams-Bashforth de ordem 1), dados na Tabela 3.1, verifica-se uma expressiva
melhora na acuricia da integragdo. Atente para o grande erro inicial causado pela
utilizagdo dos métodos explicitos de menor ordem durante a inicializagdo da
integracao. Grande parte do erro no valor de y(1) provém desta etapa de inicializagao.

Tabela 3.4 - Integracio usando os métodos de Adams-Bashforth.

! (1)
0 1,0000
0,2 0,8000
0,4 0,7080
0,6 0,6032
0,8 0,5605
1,0 0,4889

Exercicio 3.5: Resolva o problema de valor inicial do Exercicio 3.3, de acordo com as
instrugdes ali apresentadas, utilizando o método preditor-corretor de Adams-
Bashforth-Moulton de quarta ordem. Utilize os métodos tipo preditor-corretor de
menor ordem para a inicializagdo e apenas uma iteracao do corretor por passo.

3.3.6- Métodos BDF

Os métodos BDF (“Backward Differentiation Formula) sdo métodos de multiplos
pontos, pois procuram aumentar a ordem da aproximacgdo através de informacdo obtida em
pontos anteriores, utilizando, também, formulas de diferengas finitas para tras. Entretanto,
diferentemente dos métodos vistos na se¢do anterior, que necessitam que a equagdo
diferencial esteja na forma normal para aproximar a fungdo f'por diferencas finitas e proceder
sua posterior integra¢do, os métodos BDF aproximam o proprio valor de y,,, na forma geral

de uma equagao (ou sistema) algébrico-diferencial, Equacao (3.1), obtendo-se
Flty0.3,0.54) =0 (3.67)

(_kz
J+
obtida a partir dos valores de y;, i = j+1, j, ..., j-k+1. A presenca do valor de y;+; torna o
método implicito.

onde y,; € uma aproximagdo de ordem k para y,,,, que utiliza k pontos anteriores, sendo

A aproximag¢ao de primeira ordem ¢ dada pela Equagao (3.11), com j+1 no lugar de j,
isto ¢

. (1 y‘+1 _y
P ===+ O(h) (3.68)
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Outras aproximagdes podem ser facilmente obtidas através do uso de séries de Taylor
baseadas no ponto y;+1. Por exemplo, considere as seguintes expansoes em série dos pontos y;
€ j-1, para uma malha ndo-uniforme

h’ W B
. JHL . JHL e j+1 4 5

¥y = Vi = b B ==+ L+ O (3.69)

2 3 4

(h‘ +hA) (h +h4) (h +hA)

_ . Jj+1 J . Jj+l1 Jj Jj+l1 J (4)
Yian =V _(hj+1 +hj)yj+1 + B Yin~— 6 YViant 24 YViat (3.70)
O(hS)

Combinando as Equagdes (3.69) e (3.70) de modo a eliminar o termo em j,,,, obtém-

se a seguinte aproximagao de segunda ordem

50 = hj(zh_m +h )y_m - (h_m + h_/)zyj Y
! By +hy)

Jj+H

+O(hy (1)) (3.71)

J+l J

que, para malhas uniformes, simplifica para

3y..,—4y. +y._
. (2) _ J+l Jj j-1 2
Vi = o +0(h ) (3.72)

Assim, sucessivamente, podem-se obter aproximacdes de diferentes ordens para a
derivada primeira de y, que apresentam a seguinte forma geral

k) Y TOy, FO Y O, Y,
R .

onde o, e B dependem dos valores dos passos 4; entre os pontos considerados e ¢ € d sdo os
coeficientes angular e linear, respectivamente, da aproximagdo da derivada, vista como uma
funcdo linear de y;+;. Para malhas uniformes, podemos escrever a equacdo (3.73) na forma

(1) _ OV 0y ey Ay, e

onde o; e y sdo constantes para cada ordem de aproximacgado, cujos valores, para as cinco
primeiras aproximagdes de mais baixa ordem, estdo representadas na Tabela 3.5.

A substituicdo da Equacdo (3.73) na Equacdo (3.67) gera uma equagdo algébrica, ou
um sistema de equagdes algébricas, que ¢, em geral, ndo-linear, devendo ser resolvida(o) por
métodos adequados. Recomenda-se, usualmente, que o método de Newton-Raphson seja
utilizado. Neste caso, o jacobiano do sistema de equacdes em relagdo a variavel desconhecida,
Vj+1, para a aproximacdo de ordem k, pode ser obtido das Equagdes (3.67) e (3.73) como
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OF OF (3.75)
+¢
aijrl ayj+l

que ¢, por vezes, chamada de matriz de iteracao do sistema.

Os métodos BDF tem boa estabilidade podendo ser utilizados para sistemas com
rigidez numérica (ver Se¢ao 3.5). Devido a isto, sdo, usualmente, preferidos aos métodos de
multiplos pontos de Adams expostos na se¢ao anterior. Tal como estes ultimos, os métodos
BDF tém problemas de inicializacdo, devendo-se utilizar ordens crescentes, seqiiencialmente,
para gerar os valores de y; nos pontos anteriores necessarios a cada um dos métodos..

Tabela 3.5 - Coeficientes dos métodos BDF em malha uniforme.

k Y o oo o] oL o3 Olg
1 1 1 -1

2 2 -4 1

3 6 11 -18 9 -2

4 12 25 -48 36 -16 3

5 60 137 -300 300 -200 75 -12

Exemplo 3.6: Considere o problema de valor inicial resolvido no Exemplo 3.3. Os
métodos BDF até a quinta ordem foram utilizados para integrar este problema até o
ponto ¢t = 1, com 4 = 0,2, obtendo-se os resultados apresentados na Tabela 3.6. Note
que a ordem do método empregado vai aumentando progressivamente durante a
integracdo, até¢ atingir a ordem estipulada em cada caso. Comparando os valores
obtidos para os métodos de primeira, segunda, terceira e quinta ordens, verifica-se
uma melhora na acuracia da integracdo da primeira para a segunda ordem mas uma
pequena deterioracdo da acuracia a partir desta ordem. Isto se deve ao grande erro
inicial causado pela utilizagdo dos métodos de menor ordem durante a inicializa¢ao da
integragdo. A melhor acuricia para o método de segunda ordem ¢é, pois, fortuita.

Tabela 3.6 - Comparacio entre os métodos BDF.

Primeira Segunda Terceira Quinta Solucao

t ordem ordem ordem ordem analitica
0,0 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
0,2 0,8541 0,8541 0,8541 0,8541 0,8333
0,4 0,7435 0,7337 0,7337 0,7337 0,7143
0,6 0,6572 0,6391 0,6390 0,6390 0,6250
0,8 0,5880 0,5650 0,5658 0,5663 0,5556
1,0 0,5315 0,5061 0,5082 0,5091 0,5000




J.C.C.S. PintoeP. L. C. Lage
Programa de Engenharia Quimica, COPPE/UFRJ 3-24

Exercicio 3.6: Resolva o problema de valor inicial do Exercicio 3.3, de acordo com as
instrucdes ali apresentadas, utilizando o método BDF de terceira ordem. Utilize os
métodos de menor ordem para a inicializagao.

3.4- Solucao de Equacoes Diferenciais Parciais

Os problemas matematicos descritos anteriormente neste capitulo correspondem a
modelos mais simples, onde existe apenas uma variavel independente, seja ela o tempo ou
uma coordenada espacial. Entretanto, modelos fisicos mais elaborados originam equagdes
diferenciais parciais (EDP’s), com duas ou mais variaveis independentes. As equacdes
diferenciais parciais com suas condi¢des auxiliares, formam tanto problemas de valor inicial
quanto problemas de valor de contorno.

Nesta secao, veremos a aplicacdo do método de diferengas finitas a equagdes
diferenciais parciais, formando problemas de valor de contorno ou valor inicial, através de
exemplos.

3.4.1- Discretizacio em duas ou mais variaveis independentes

A discretizacdo de problemas em mais de uma varidvel dependente segue um
procedimento similar ao visto para problemas unidimensionais. O primeiro passo aqui €,
como antes, a discretizacdo do dominio de calculo. Vai-se considerar aqui problemas com, no
maximo, duas coordenadas espaciais, ja que estes apresentam todas as caracteristicas dos
problemas multidimensionais. A extensdo do que serd visto a problemas tridimensionais ¢é
facilmente obtida.

Considere uma funcdo u(¢, x, y) definida em um dominio 0 <x<1,0<y<1etr >0,
que podem ser coordenadas adimensionais ou ndo. A discretizagao do dominio pode ser feita
com malhas uniformes ou nao-uniformes. Como ndo ha nenhuma caracteristica fundamental
do procedimento de discretizacdo que seja dependente do tipo da malha, analisar-se-4 aqui
apenas o caso de malhas uniformes. A Figura 3.5 mostra o esquema de discretizagdao
empregado dentro do dominio em questdo. A variavel dependente é discretizada conforme a
malha mostrada na Figura 3.5, sendo representada por

u = u(tn,xi,y_/) (3.76)

LJ
onde #,, x; € y; representam cada ponto da malha de discretizacao.

O segundo passo ¢, também, a aproximacao por diferencgas finitas das derivadas que
aparecem na equacdo diferencial parcial, que podem ser obtidas das expansdes da varidvel
dependente em série de Taylor em relagdo a uma ou mais varidveis independentes. Por,
exemplo, para uma derivada parcial de primeira ordem em relagao a x, utiliza-se a expansao

n

"R Ou

n ou
t o
i 2 0x

_.n hdd
Uy, =u; + h o

+0(r*) (3.77)

Lj
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para obter
oul"  upy; —u
o =TT (3.78)
x| ; h
tn+l
t’l .........................................

Vi

v

Figura 3.5 - Discretizacio em problemas multidimensionais.

que ¢, basicamente, idéntica & Equacao (3.12), obtida para o caso unidimensional. Assim, o
mesmo procedimento adotado para um problema unidimensional pode ser usado para a
obtencdo das aproximacgdes por diferengas finitas de derivadas parciais em relagdo a apenas
uma das varidveis independentes.

Apenas quando se deseja uma aproximagdo para uma derivada parcial mista, isto &,
envolvendo mais de uma das varidveis independentes, é que é necessario utilizar a expansao
em série de Taylor nas varias variaveis envolvidas. Isto ¢ necessario porque a derivada mista
sO aparece neste tipo de expansdo. Como a grande maioria dos problemas ndo envolve
derivadas mistas, ndo desenvolveremos aproximacdes para as mesmas. Convém ressaltar,
apenas, que na solucdo de problemas envolvendo escoamentos bidimensionais, a formulagao
por funcao fluxo e vorticidade apresenta derivadas parciais mistas.

Note que, tal como no caso unidimensional, procura-se utilizar, sempre que possivel,
apenas trés pontos adjacentes, em cada direcdo coordenada no espaco, nas aproximacdes das
derivadas de primeira e segunda ordem. Obtém-se, assim, a estrutura em cruz, com cinco
pontos adjacentes, para o caso bidimensional, ilustrado na Figura 3.5, e uma estrutura de 7
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pontos, no caso tridimensional. Esta configuracdo dos pontos utilizados na discretizacao da
equacado diferencial parcial ¢ chamada de célula de discretizacdo.

A tultima etapa para a solu¢do de uma equagdo diferencial parcial por diferengas finitas
¢ substituir as aproximagoes das derivadas na equagdo e nas suas condi¢des de contorno,
gerando um sistema algébrico, cuja solugdo fornece a solucdo aproximada do problema
original. Nas proximas secoes, esta etapa sera vista através de exemplos.

3.4.2- Problema de valor de contorno - Equacdes elipticas

Considere a solucdo do problema de transferéncia de calor em um dominio
bidimensional onde existe uma geracdo de calor que ¢ linear com a temperatura. Este
problema ¢ dado pela equacdo de conservacdo da energia, podendo o problema, com suas
condicdes de contorno, ser escrito, em variaveis adimensionais adequadas, por

%+§+GO=O, O<x,y<l, t>0 (3.79)
x= O,%= 0 (3.80)

y=O,Z—Je/=0 (3.81)

y= 1,%”31'9: 0 (3.82)
x=10=1 (3.83)

A Equacdo (3.79) ¢ uma equacdo diferencial parcial de segunda ordem, formando,
juntamente com as suas condi¢des de contorno, dadas pelas Equagdes (3.80) a (3.83), um
problema de valor de contorno. A Equacao (3.79) ¢ do tipo eliptico, pois apresenta derivadas
de segunda ordem em relacdo a todas as coordenadas.

Uma malha bidimensional uniforme com / subdominios na dire¢do x e J subdominios
na direcdo y ¢ utilizada para a discretizagdo da Equacdo (3.79), que ¢ aplicada em todos os
pontos onde 0;; ndo ¢ conhecida, isto ¢, para (x; y;),i=0,1, ..., -1 ej=0, 1, ..., J, conforme
mostra a Figura 3.6.

Aproximando as derivadas de segunda ordem por diferencas centrais, de acordo com
as Equacao (3.14), a Equagao (3.79) ¢ discretizada na forma

0,,,-20,,+6,,, 0,,-20,,+6,,,

h h?

y

i+1,j i~1,j +

+GO,; =0, i=0-1-1 j=0--J (384
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onde A, = 1/I e h, = 1/J. A discretizagdo das condi¢des de contorno, aproximando as derivadas
de primeira ordem também por diferencas centrais, Equacdo (3.10), permite calcular os
valores da variavel dependente nos pontos ficticios que aparecem na Equagao (3.84)

0.,,=6,, V (3.85)
0, ,=6,, Vi (3.86)
0,,=1 Vj (3.87)
0,,,=6,,,~Bih®,, Vi (3.88)

0 1 I -1 1 x;

Figura 3.6 - Discretizacao bidimensional.

Com a substituicdo das Equagdes (3.85) a (3.88) na Equagdo (3.84), obtém-se um
sistema algébrico de I x (J+1) equagdes lineares. A solucdo deste sistema pelos métodos
diretos de solucdo vistos no Capitulo 2 s6 ¢ computacionalmente eficiente se o nimero de
equagdes do sistema for relativamente pequeno (até cerca de 100 equacdes). Para sistemas
grandes (500 ou mais equagdes), os métodos iterativos sao, usualmente, mais eficientes. Para
um sistema cuja matriz dos coeficientes ¢ pentadiagonal, como € o caso presente, 0 método
mais indicado ¢ o fortemente implicito modificado (“Modified Strong Implicit Procedure™).

A acuracia de uma solugdo numérica de um problema multidimensional ¢ avaliada
através da comparagdo de perfis da varidvel dependente, obtidos com diferentes malhas.
Embora possa se estabelecer um critério de tolerancia para o valor de varidvel em alguns
pontos, usualmente ¢ suficiente detectar a convergéncia visualmente através de um grafico.
Isto garante uma convergéncia dentro de uma tolerancia relativa de cerca de 107 para valores
diferentes de zero e dentro de uma tolerancia absoluta da ordem de 107 para valores proximos
a zero.

Exemplo 3.7: O sistema formado pelas Equagdes (3.84) a (3.88), com Bi=0,1, G=2
el=J=5,10, 20 e 40 (hy = h, = h), foi resolvido através do método SOR (Secdo
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2.1.6), utilizando um critério de tolerancia absoluta na norma do vetor solu¢io de 10™.
Os resultados convergidos para o perfil da variavel 0 ao longo de x, para y = 0, obtidos
para as diversas malhas, s3o mostrados na Figura 3.7. Note a convergéncia da solucao
com o aumento do nimero de pontos na malha. A solugdo para I = J = 40 ja ¢
visualmente coincidente com a solugdo para a malha de 20 x 20, ndo tendo sido, pois,
representada na Figura 3.7. A malha de 20 x 20 pode ser utilizada na obtengao de
outros resultados relevantes ao problema.

Exercicio 3.7: Implemente a solugdo numérica do problema descrito pelas Equagdes
(3.84) a (3.88), pelo método SOR. Utilizando uma malha 20 x 20, calcule o perfil da
variavel O ao longo de y, para x = 0, para os mesmos valores de Bi ¢ G dados no
Exemplo 3.7.

X

Figura 3.7 - Perfil de temperatura adimensional para y = 0.

3.4.3- Problema de valor inicial - Equacées parabdlicas

Para exemplificar a solu¢do por diferencas finitas de um problema de valor inicial,
vamos utilizar o modelo do tubo de um trocador de calor com parametros totalmente
distribuidos, visto no Capitulo 1. Este modelo servira, ainda, para mostrar o tratamento que ¢
necessario empregar para coordenadas nao-cartesianas e quando existe uma singularidade na
aplicacdo da equacdo diferencial parcial.

Utilizando as Equagodes (1.111) a (1.115), além da definicdo de z: ¢/ Pe, pode-se
escrever o problema em questdo como:
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(I- 2)a_®_ 0’6 100
n o=y Fuan (3.89)
Z _0 ©=0 (3.90)
hl 6o (3.91)
n=0, Z—i) =0, (por simetria) (3.92)

Note que a Equagao (3.89) ¢ do tipo parabdlico, pois apresenta, em relagdo a uma das
coordenadas, apenas uma derivada de primeira ordem.

A Equagdo (3.89) sera discretizada em uma malha uniforme para a coordenada m
similar a representada na Figura 3.1(b). Note que, como o valor de ® ndo ¢ conhecido em n =
0, sera necessario aplicar a Equagdo (3.89) aos pontos discretos 1;, j =0, 1, ..., J-1. Entretanto,
a Equacdo (3.89) apresenta uma singularidade em 1 = 0, devido ao termo que tem o fator 1/n.

O levantamento desta singularidade se faz através de um processo de limite, utilizando
a regra de L’Hopital, pois a derivada primeira que multiplica o fator 1/n também tende para
zero quando n — 0. Assim, a seguinte equagdo ¢ obtida para o eixo de simetria

0’0
6112

00
o¢

(3.93)

n=0 n=0

Deste modo, utilizando diferencas centrais para as derivadas primeira e segunda em 1,
e diferenca para tras para a derivada primeira em C, o que corresponde ao método de Euler

implicito para integracdo ao longo de (, a discretizacdo das Equacdes (3.89) e (3.93) leva a

O . -0._ . O .. -20 .+0. .
i,j _ i-1,j — 2 i,j+1 l,]z i,j-1 ) ] — 0 (394)
AL (An)
O . -0 O . -20. .+0.. ® . -0 .
(1_ n?) i,j _ i-1,j — i,j+1 1,12 i,j-1 +L2 i,j+1 i,j—1 ) J — 1,,J—1 (3 95)
' AG (AT]) n; 2An )

one o indice i corresponde aos pontos discretos ao longo da coordenada C .

Lembrando que a condi¢cdo de contorno em m = 0 implica que ©®;.; = ®;;, € que a
condi¢do de contorno em M = 1 fornece ®;; = 1, as Equagdes (3.94) ¢ (3.95) formam o
seguinte sistema de equagdes algébricas
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1 4 4 1
[_—+—2J®i,0 - 5 ®i,l = __®i—1,0 (3.96)
AL (An) (An) AL
1-n?
_{ ! - ! }Q,;-H‘( 1_1’ + 2 2]@)“—( ! =+ ! J@LMZ
(An)*  2n,An AL (An) (An)”  2n,An
1-n’ .
AZ} i1 j=1-,J=-2 (3.97)
1 1 1-n3 2
_[ 2 +]®u—2 +[ 71_1_1 + 2]®u—1 =
(AT]) 2n,.,An AC (AT])
I-n’ 1 1

=—=0,,,,+ + (3.98)
AC’ 1,J-1 (AT‘.)Z anAn

que permite calcular o perfil de ® em relacdo a 1 em uma dada posi¢ao E, se o perfil em uma

posicao anterior for conhecida. Partindo-se da condicdo inicial, em = 0, podemos resolver o

sistema acima, utilizando o algoritmo de Thomas, quantas vezes forem necessarias para se
atingir o regime desenvolvido na transferéncia de calor dentro do duto.

Por exemplo, ¢ de interesse o calculo do nimero de Nusselt, baseado no didmetro,
Nup, ao longo do tubo. Utilizando a defini¢do de numero de Nusselt local e as varidveis
adimensionais definidas na Equagdo (1.110), obtém-se

2 e
1-0 on ot

Up

©=4[(1-n)@nan (3.99)

Exemplo 3.8: O sistema formado pelas Equagdes (3.96) a (3.98) foi resolvido para
diversas malhas, J = 10, 20, 40 ¢ 80, ¢ para A= 10". Os resultados obtidos para Nup
e para ©® e O(n = 0) sdo mostrados nas Figuras 3.8 e 3.9, respectivamente. Note a boa

convergéncia obtida para os perfis de Nup, que tende, para grandes valores de Z ao
limite de 3,66.

Exercicio 3.8: Resolva o sistema formado pelas Equagdes (3.96) a (3.98), para J = 80,
determinando os perfis de @(n) para ¢ = 107, 102 ¢ 10™". Apresente o resultado em
um Unico grafico.
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Nup
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Pontos na malha
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1E-4

1E-3

1E-2
¢/Pe

Figura 3.8 - Nimeros de Nusselt local dentro do tubo.
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Figura 3.9 - Temperaturas adimensionais ao longo do tubo.
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3.4.4- Método das linhas

O método das linhas consiste na discretizagdo parcial de uma equagdo diferencial
parcial, na qual todas as coordenadas menos uma sao discretizadas. A coordenada que ndo ¢
discretizada deve aparecer apenas como uma derivada primeira, isto €, a equagdo diferencial
parcial ¢ de primeira ordem em relacdo a esta coordenada. Assim, um sistema de equagdes
diferenciais ordindrias € o resultado da discretizacdo parcial.

A solugdo deste sistema de EDO’s pode ser feita por qualquer um dos métodos de
solugdo de problemas de valor inicial ja vistos. Entretanto, a grande vantagem deste método
estd na utilizagdo de rotinas computacionais ja existentes para a integracdo do sistemas de
EDO’s, que ja foram extensivamente testadas, sdo confidveis e permitem a integracdo com
controle automatico do erro local. Na Secdo 3.6, algumas desta rotinas serdo citadas.

Como exemplo do emprego da técnica, voltemos ao problema representado pelas
Equagdes (3.89) a (3.92), cuja discretizacdo parcial leva a

d®0_4®1_®0
e (on) (3.100)
d®. ©. -20.+0. 0,,-0,
) A R TR PR S W (3.101)
G (an) e 2An

dg (An)° n’, 2An (3.102)

que pode ser facilmente resolvido pelas rotinas de integragcdo de sistemas de EDO’s, a partir
da condi¢do inicial ®; =0, =0, 1, ..., J-1, para obter ©( £ )=0,;=0, 1, ..., J-1, para {>0.

Exercicio 3.9: Resolva as Equagdes (3.100) a (3.102), para J = 80, obtendo os perfis
de Nup, ©® e ®(n = 0) ao longo ¢, utilizando uma das rotinas dadas na Segdo 3.6.
Compare com os resultados do Exemplo 3.8.

3.5- Propriedades da Solucido Aproximada por Diferencas Finitas
Existem diversas propriedades das aproximacdes por diferencas finitas de derivadas e

equagdes diferenciais que sdo importantes na caracterizagdo da solugdo numérica. Dentro do
escopo introdutorio deste curso, veremos aqui pouco mais do que suas defini¢oes.

3.5.1- Erros da solucio aproximada

Existem, basicamente, trés tipos de erro em uma solu¢do numérica por diferencgas
finitas: o erro de truncamento, o erro de arredondamento e o erro herdado. O primeiro € o erro



J.C.C.S. PintoeP. L. C. Lage
Programa de Engenharia Quimica, COPPE/UFRJ 3-33

total oriundo do truncamento das diversas derivadas que foram aproximadas por diferencas
finitas. Este ¢, no fundo, o erro existente no processo de discretizagao.

O erro de arredondamento ¢ devido a inabilidade dos computadores representarem os
numeros reais com precisao infinita. Como a maioria dos nimeros em um computador nao ¢
exato, devemos estar sempre atentos ao erro de arredondamento. Entretanto, este erro ¢
usualmente muito pequeno e, a ndo ser que o algoritmo provoque o seu acumulo ou
crescimento, ele ¢ desprezivel.

O erro herdado ¢ aquele erro que ¢ advindo de passos anteriores do processo de
solugdo de um problema por diferencas finitas. Este erro € caracteristico da integragdo de
problemas de valor inicial e pode chegar a valores bastante apreciaveis, pois ele € o resultado
do actimulo do erro local.

3.5.2- Consisténcia

Diz-se que uma equagao de diferencas ¢ consistente com uma equagao diferencial se a
diferenca entre as duas equagdes (erro de truncamento) tende a zero quando o tamanho do
maior elemento da malha de discretizagdo tende a zero. Note que o erro de truncamento € o da
equacdo de diferencas e ndo o da aproximagdo de cada uma das derivadas por diferencas
finitas. Muito embora, em muitos casos, o erro de truncamento da equacao de diferengas
corresponda ao das aproximacdes das derivadas, existem casos onde isto ndo ¢ verdade.

3.5.3- Estabilidade

Estabilidade ¢ uma propriedade usualmente associada as aproximacdes por diferengas
finitas de equacdes diferenciais que formam um problema de valor inicial. Uma equagdo de
diferencas ¢ dita estavel se ela produz uma solugdo limitada quando a solucdo exata ¢
limitada, sendo instavel quando produz uma solucdo ilimitada para uma solucdo exata
limitada.

O conceito de estabilidade também pode ser estendido aos problemas de valor de
contorno, onde assume uma interpretagao diferente. Neste caso, diz-se que uma equagao de
diferencas ¢ instavel quando ela produz uma solugdo oscilatoria ou fisicamente incorreta para
um problema fisico cuja solucdo é ndo-oscilatoria.

A estabilidade pode ser investigada para equagdes lineares ou linearizadas, resultando,
usualmente, em uma restricdo no valor do tamanho do elemento da malha usada na
discretizacdo, tanto para problemas de valor inicial quanto para problemas de valor de
contorno. Este intervalo de tamanhos de malha onde o método ¢ estavel ¢ a chamada regiao
de estabilidade. Quando um método ¢ tal que ndo existe nenhuma restricdo imposta pelo
critério de estabilidade ele ¢ dito incondicionalmente estavel. Os métodos BDF tém esta
caracteristica, sendo, pois, altamente eficientes, ja& que se pode variar o passo de integragao
sem nenhuma restricao. O critério de estabilidade também norteia a construgdo de outros tipos
de aproximagao por discretizagdo, como veremos para o0 Método de Volumes Finitos.

Maiores detalhes sobre os métodos de predi¢do da estabilidade de um esquema
numérico estdo fora do escopo deste curso.
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3.5.4- Convergéncia

Diz-se que um método ¢ convergente se a solu¢do da equagdo discretizada se
aproxima da solucdo exata da equacdo diferencial quando o tamanho do maior elemento da
malha tende a zero. Vé-se, entdo, que a convergéncia ¢ a propriedade desejada para todos os
esquemas numéricos de solugdes de equagdes diferenciais, pois € ela que garante que uma
solucdo aproximada do problema original sera obtida.

Para um problema linear de valor inicial € a sua aproximagao por diferengas finitas,
existe um teorema que garante que, se a aproximacdo ¢ consistente, a estabilidade ¢ a
condicdo necessdria e suficiente para a convergéncia.

3.5.5- Rigidez numérica

A chamada rigidez numérica ocorre em equagdes diferenciais ordinarias ou sistemas
de equagoes diferenciais ordindrias e tem diversas defini¢des, como veremos abaixo.

1. Uma EDO ¢ rigida se o passo necessario para estabilidade ¢ muito menor que o
passo necessario para acurdcia ou tdo pequeno que o erro de arredondamento se
torna significante.

2. Uma EDO ¢ rigida se ela contém termos transientes que decaem com rapidez bem
diferentes.

3. Um sistema de EDO’s ¢ rigido se ele contém varidveis com comportamentos
transientes bem diferentes, tendo pelo menos um autovalor da matriz jacobiana do
sistema de equagdes (Equagdo 3.72) com parte real negativa cujo valor absoluto ¢
muito maior que os outros autovalores da matriz.

A defini¢do (3) ¢ a mais comum. Para que haja estabilidade, os autovalores, A;, do
sistema devem satisfazer |k l.| <1,Vi. Pode-se definir o grau de rigidez numérica como sendo

a razdo entre o maior € o menor autovalor em modulo, isto €

max‘Re(k < )‘

1

de rigidez — AN
grau de rigidez min‘Re(?»i)‘

(3.103)

Um sistema com grau de rigidez da ordem de 10 ndo ¢ rigido, enquanto que se a
ordem for de 10° ele ¢ rigido, e se o grau de rigidez chegar a 10° ele é muito rigido.

3.6- Rotinas disponiveis

Virias rotinas de integracdo de sistemas de equagdes diferenciais ordindrias existem
no mercado, tanto incluidas em “softwares” comerciais quanto na forma de rotinas de uso
académico livre. Dando preferéncia a este ultimo grupo, estdo disponiveis abaixo para
“donwload” as rotinas DASSL e DASSLC, desenvolvidas por Linda Petzold e Argimiro R.
Secchi, respectivamente. Ambas utilizam métodos BDF até quinta ordem para integrar
sistemas de equagdes diferenciais e algébricas. Vale também fazer uma visita ao “site” do
grupo de pesquisa da Linda Petzold (http://www.cs.umn.edu/~petzold/).



