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Capitulo 2

Solucao Numeérica de Sistemas Lineares
e Nao Lineares
de Equacoes Algébricas

Como ja discutido anteriormente, modelos estacionarios a parametros concentrados
ddo origem a sistemas de equagdes algébricas, que precisam ser resolvidas para fins de
projeto e simulacdo de equipamentos. Quase sempre, tais modelos ndo admitem solugdes
analiticas e, por isto, precisam ser resolvidos numericamente.

Diz-se que uma solu¢do de uma certa equagdao ¢ numérica se ela ¢ obtida de forma
APROXIMADA através da manipulagio NUMERICA da equagio. Neste conceito estio
implicitos dois dados importantes:

1- A solucdo ¢ obtida NUMERICAMENTE; ou seja, através de uma série de testes e
procedimentos numéricos € ndo da manipulagao analitica da equagao;
2- A solucdo ¢ sempre APROXIMADA, como resultado da série de testes realizados.
Por isto, 2 fatos devem ser salientados:
2a- A solugdo numérica e a solugdo real sdo diferentes, coincidindo apenas dentro
de uma certa TOLERANCIA;
2b- Virias solugdes numéricas diferentes podem ser obtidas, coincidindo apenas
dentro de uma certa TOLERANCIA.

Neste momento ¢ necessario introduzir a noc¢ao de tolerancia. Chama-se de tolerancia
a um certo critério numérico utilizado para permitir a obtencdo das raizes da equagcdo em um
numero finito de testes. Por exemplo, se a equacdo f(x)=0 precisa ser resolvida através de
testes numéricos, € conveniente considerar que o numero x* tal que | f(x*) | < ¢, onde € ¢ um
namero pequeno (tipicamente da ordem de 10, 10”°) ¢ uma raiz aproximada da equagao.

E conveniente apresentar o conjunto de técnicas numéricas adequadas para resolver
sistemas de equagdes algébricas em dois grupos: técnicas para solucao de sistemas lineares e
de sistemas ndo lineares de equagdes algébricas. Estas técnicas sdo apresentadas nas Secdes
2.1 e 2.2 que seguem.
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2.1- Solucao de Sistemas Lineares de Equacoes Algébricas

A solugao de sistemas de equagdes algébricas lineares ¢ um topico extremamente
importante dentro da area de métodos numéricos, uma vez que quase todos os procedimentos
de solucdo numérica de modelos envolvendo sistemas de equagdes ndo lineares, sistemas de
equagdes diferenciais ordinarias ou equagdes diferenciais parciais envolvem, no seu cerne, a
solucdo de sistemas lineares.

Além disso, os sistemas lineares também ocorrem diretamente na solugdo de diversos
problemas de engenharia. Considere, por exemplo, a combustio parcial de propeno com ar em
uma camara de combustao termicamente isolada e mantida a 1 atm de pressao, esquematizada
na Figura 2.1.

ar (na) produtos de combustao:
Camara de COQ, CO, HQO, H2 c N2
~ () (m) (n3) (ng) (ns)
Combustao >
propeno (7p) (1 atm)

(CsHs)

Figura 2.1- Combustao de propeno com ar atmosférico.

Ar (21% molar de O,) e propeno (Cs;Hg) sdo alimentados em uma certa propor¢ao
massica que permite calcular o nimero de moles de ar, na, € de propeno, np, que entram na
camara para uma certa base massica. Sabendo que os produtos de combustio sdo apenas o
dioxido e o monoxido de carbono, o vapor d’agua e o hidrogénio, além do nitrogénio
existente no ar de alimentagdo, queremos calcular a composicdo do gas de combustio.
Precisamos, entdo, calcular o numero de moles, n;, dos seus 5 componentes. Para tanto, sao
necessarias 5 equacdes independentes que relacionem os seus valores. Quatro destas equagdes
podem ser obtidas através do balanco de massa na cdmara de combustdo, uma para cada
espécie quimica:

C: n +n, =3n, (2.1)
H: 2ny, +2n, =8n, (2.2)
O: 2n, +n, +ny; =0,21n, (2.3)
N: ng =0,79n, (2.4)

enquanto que uma ultima equagdo ¢ obtida pelo dado adicional que, na temperatura de
combustdo da camara (2030 K), a razdo entre o numero de moles do mondxido de carbono e
do didoxido de carbono é de 0,342:

0,324n, —n, =0 (2.5)
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Assim, a composicao dos gases de combustdo pode ser obtida da solucao simultanea
das Equacdes (2.1) a (2.5), que formam um sistema linear de equacdes algébricas. Embora
este sistema seja simples o suficiente para ser resolvido por substituicdo direta, vamos
escrevé-lo na forma matricial:

Ax=b (2.6)

onde A ¢ a matriz de coeficientes, X ¢ o vetor de incognitas € b o vetor dos termos nao-
homogéneos, dados por

1 1 00 0 n, 3n,
0 0 220 n, 8,
A= 2 1 100 x=|n, b=|021n, 2.7)
0 0 0 0 1 n, 0,797,
10324 -1 0 0 0] | | 0

Nosso objetivo € calcular a solucdo de sistemas lineares na forma da Equagado (2.6),
para um nimero n de equagdes a n incognitas, o que sera visto nas proximas se¢oes. Convém
ressaltar que, no exemplo acima, o sistema final de equagdes poderia ser ndo-linear se a
condicdo adicional fosse dada da forma mais usual, ou seja, como sendo a condi¢do de
equilibrio da reagdo reversivel de formagdo do gas d’agua:

CO + H,0 <> H, + CO, - nn, —K(T)nyn, =0 (2.8)

onde K(7) ¢ a constante de equilibrio da reacdo, avaliada na temperatura da camara de
combustdo. A solu¢do de equacdes e sistemas de equagdes nao-lineares sera vista mais
adiante neste capitulo.

2.1.1- Métodos Diretos e Iterativos de Solucao

A Equacao (2.6) descreve um sistema linear genérico, na forma matricial, onde A ¢ a
matriz dos coeficientes, com elementos a; na linha 7 e coluna j, x é o vetor de incognitas e b é
o vetor dos termos nao-homogéneos. Sistemas lineares podem ter quatro tipos de solucdo: (i)
uma unica solugdo, (ii) nenhuma solugao, (ii1) um ntimero infinito de solugdes e (iv) a solucao
trivial (x = 0). Os sistemas de uma tUnica solucdo sdo os mais usuais nas solugdes das
equacdes matematicas de um dado modelo fisico.

Os sistemas lineares podem ser resolvidos através de dois tipos de métodos: os
métodos diretos e os métodos iterativos.

Os métodos diretos consistem em procedimentos, baseados na eliminacao algébrica,
que obtém a solucdo exata em um numero fixo de operagdes. Entre estes métodos, encontram-
se: (1) a eliminacdo Gaussiana, (ii) a eliminacdo de Gauss-Jordan, (iii) a inversdo matricial,
(iv) a decomposi¢do LU e outros métodos derivados para matrizes de coeficientes de formas
especiais, como o algoritmo de Thomas.
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Os métodos iterativos obtém uma solugdo aproximada para o sistema de equacdes
utilizando um procedimento iterativo a partir de uma solucdo aproximada inicial (“chute”). O
grau de aproximacao requerido na solug@o controlard o nimero de operagdes necessarias para
obté-la. Exemplos de métodos iterativos sdo: (i) iteragdo de Jacobi, (ii) iteragdo de Gauss-
Seidel, (ii1) sobre-relaxacdo sucessiva (“sucessive overrelaxation”, SOR), (iv) relaxa¢ao por
linhas (LSOR), (v) método “Alternating-Direction Implicit” (ADI), além de outros métodos
especificos para matrizes de coeficientes de formas especiais, como o “Modified Strong
Implicit Procedure” (MSIP).

Neste curso, veremos apenas os métodos de eliminacdo Gaussiana, fatorizacdo LU,
algoritmo de Thomas, iteragdo de Gauss-Seidel e sobre-relaxacao sucessiva (SOR), que serdao
suficientes para a solugdo dos problemas a serem apresentados.

2.1.2- Eliminacao Gaussiana

O processo de eliminagdo Gaussiana consiste na aplica¢do sucessiva das operagdes
com linhas para transformar o sistema linear em um outro equivalente, mas cuja matriz dos
coeficientes seja triangular superior ou inferior.

Uma matriz triangular superior, U, tem todos os elementos abaixo da diagonal
principal nulos, enquanto que em uma matriz triangular inferior, L, todos os elementos acima
da diagonal principal sd@o nulos. Em ambos os casos, o processo de solu¢do do sistema linear ¢
bem simples.

Vejamos o caso de um sistema linear na forma triangular superior

Ux=b (2.9)
onde U tem a forma
_”11 U, Uj; U, |
Uy Uy u,,
U= : (2.10)
0 unfl,n—l un—l,n
L un,n i

A solugdo do sistema (2.9) ¢ facilmente obtida pela chamada substituicdo reversa (“back-
substitution”). A ultima incognita ¢ facilmente determinada por

x, =" 2.11)

Pode-se, entdo, obter sucessivamente todos os outros x; da pentltima para a primeira equagao
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b - Z”i,jxj
x,=—2 i=nl,n2,..,1 (2.12)
u.

ii

As Equagdes (2.11) e (2.12) constituem o processo de substitui¢do reversa, resolvendo o
sistema.

Considere agora um sistema na forma triangular inferior

Lx=b (2.13)
onde L tem a forma
_le _
121 Zzz 0
L= 131 132 133 (2.14)
_ln,l ln,2 ln,n—l nn_|

A solucdo do sistema (2.13) também ¢ facilmente obtida, utilizando um processo similar ao
anterior, mas que comeca da primeira para a ultima linha do sistema, sendo denominado de
substitui¢do progressiva (“forward substitution”)

b
x, =L (2.15)
lll
i-1
b= Ix,
x,=— i=2,3,..n ‘ (2.16)

1
li,i
Voltemos agora ao processo de eliminagdo Gaussiana, que transforma um sistema
linear com uma matriz de coeficientes de forma genericamente cheia (Equagdo 2.6), na qual
todos os elementos podem ser ndo-nulos, em um sistema equivalente, de mesma solu¢do, mas
cuja matriz de coeficientes ¢ triangular superior (Equagao 2.9).

As operagdes com linhas ndo modificam a solu¢do do sistema linear e derivam-se das
seguintes propriedades de suas equagdes:

(1) uma equagdo pode ser multiplicada por uma constante diferente de zero;

(2) a ordem das equacgdes pode ser trocada;

(3) qualquer equagdo pode ser substituida por uma combinagdo linear dela mesma com
outras equagdes do sistema.

As operagdes (1) e (3) afetam apenas o valor dos coeficientes da matriz A e dos termos
independentes de b, ndo alterando o vetor x, enquanto que a operagao (2) troca a ordem das
incognitas dentro de x, mas ndo os seus valores. A operacao (1) é por vezes utilizada para
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alterar a ordem de grandeza dos coeficientes das equagdes. A operacao (2) ¢ utilizada para
evitar divisdes por zero e diminuir o erro de truncamento na solucdo final. A operagdo (3) ¢ a
que efetivamente realiza o processo de eliminagao.

Considere um sistema linear qualquer com n equagdes, que pode ser escrito na forma
n
D ayx, =b, i=1,..,n (2.17)
j=1

Utilizando a operagdo (2) podemos fazer com que a;; seja diferente de zero. Mais do que isto,
escolhe-se para ser a primeira equagdo aquela na qual a;; € o maior possivel para reduzir os
erros de truncamento, operagao que ¢ chamada de pivotamento. Com a operagao (3), podemos
substituir cada uma das equagdes com indices i = 2, ..., n pela combinag¢do linear dela mesma
com a primeira equagdo multiplicada por -a;/a;;, o que transforma em zeros todos os
elementos da primeira coluna, exceto a;;. Toma-se agora o novo sistema, utilizando a
operacdo (2) para colocar na segunda linha aquela equacdo com o maior elemento existente
na segunda coluna para i = 2, ..., n (maior a,;). Utilizando de novo a operag¢ao (3), substitui-se
cada uma das linhas com i = 3, ..., n por uma combinagdo linear dela propria com a segunda
linha multiplicada por -a;»/a2,, 0 que elimina os elementos da segunda coluna abaixo de a;,.
Prosseguindo neste processo de eliminacdo até a equagdo n-/ obtém-se um sistema
equivalente ao original, mas cuja matriz dos coeficientes ¢ triangular superior.

Pode-se descrever matematicamente o procedimento acima utilizando a notagdo a[f. ,

b, onde o sobrescrito k denota o nimero de eliminagdes menos um necesséario para se obter

aquele elemento. O processo de eliminagdo Gaussiana consiste, entdo, nas seguintes
operacoes

af, =al - al] k=1,2,..,n-1 (2.18)
Ap_1 k-1
a!

b =b = b k=1,2,...n-1 (2.19)
k—1,k-1

1 -1 ’ . .
onde a; =a; , b =b, e o termo a;~} .., sempre é obtido por pivotamento antes da

eliminagdo de indice k. A matriz dos coeficientes finalmente obtida, A", é triangular superior,
sendo designada por U, e o vetor final de termos independentes ¢ o b”, sendo dados por

a;; dp 4y a, b,
2 2 2 2
a,, dy a,, b,
A"=U-= : b =| : (2.20)

n—1 n—1 n—1
0 Ay in1 Apn b,
n n

L aﬂ,l’l _ _bn _

O sistema linear finalmente obtido é
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Ux=b" 2.21)

onde se deve atentar para o fato de que a ordem das incégnitas no vetor x pode ter sido
trocada pelo processo de pivotamento. A solucdo do sistema (2.21) ¢é, entdo, obtida por
substitui¢do reversa, Equacdes (2.11) e (2.12), que, neste caso, tornam-se

bn
X, = (2.22)
a

nn

n
i i
b — E 0%

x=— i=pl,n2,..,1 (2.23)
a

i,i
Nada impede que a eliminacdo Gaussiana seja usada para resolver, a0 mesmo tempo,

mais de um sistema linear com a mesma matriz de coeficientes. Para isto, basta fazer a
eliminagdo da seguinte matriz aumentada

[A i b i - b, (2.24)

onde by, by, ..., b, sdo os diversos vetores independentes para os quais se quer a solugdo do
sistema. E claro que a substituicao reversa (Equacdes 2.22 e 2.23) devera ser executada uma
vez para cada vetor de termos independentes.

Exemplo 2.1: A solucao do sistema representado pela Equacao (2.6) com

2 1 1 : 7
[A 1 b]=|1 5 2 17
1 2 3 : 14
¢ feita em duas etapas:
2 1 1 7

0 45 15 : 135 |(linha2)- 1/2 (linhal)
0 15 25 : 10,5|(linha2)- 1/2 (linhal)

e
2 1 1 7
U=(0 45 15 : 135
0 0 2 : 6 |(linha2)- 1/3 (linhal)

de onde, pelo processo de substituicdo reversa, obtém-se

x=[1 2 3]
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Exercicio 2.1: Resolva o sistema linear abaixo por elimina¢do Gaussiana

2 2 2 1y 7
2 -4 1 3|x| | 10
1 3 -4 2|x| |-14
2 4 3 2|, 1

2.1.3- Fatoracao LU

Pode-se provar que a matriz triangular inferior construida com os fatores utilizados no
processo de eliminacdo, cuja forma ¢

1
a21 1 0
a
as a322 1
L=|—"7" — 2.25
a agzz . ( )
an—l
e
L an—l,n—l
¢ tal que
LU=A (2.26)

Isto ¢, obtém-se a fatoragdo da matriz A em matrizes triangulares superior, U, e inferior, L,
sendo que esta ultima tem uma diagonal principal unitaria (método de Doolittle).

A vantagem da fatoragdo LU ¢ que ela pode ser calculada uma unica vez,
independentemente do vetor de termos ndo-homogéneos. Uma vez dado um vetor

independente, as matrizes obtidas na fatoracdo permitem resolver facilmente o sistema dado
pela Equacdo (2.6). Isto pode ser visto substituindo a fatoragao no sistema original

LUx=b=Ux=L"'b=b"=c¢ (2.27)
ou
Ux=c (2.28)

Le=b (2.29)
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Assim, uma vez fatorada a matriz dos coeficientes, podemos considerar posteriormente o
vetor de termos independentes, b, para obter ¢, resolvendo a Equagao (2.29) pelo processo de
substitui¢do progressiva, Equacdes (2.15) e (2.16), com ¢; no lugar de x;. Apos a
determina¢do do vetor ¢, podemos resolver o sistema da Equagdo (2.28) por substituicdo
reversa, Equacdes (2.11) e (2.12), com ¢; no lugar de b;. Deve-se apenas tomar cuidado em
guardar a informacdo sobre as trocas de posicdo das linhas durante a fatoragdo, pois as
mesmas trocas estdo presentes na ordem das variaveis de x.

Exemplo 2.2: Considere o sistema dado no Exemplo 2.1, onde a matriz triangular
superior da fatoracdo da matriz A = LU foi obtida. De acordo com a Equacgao (2.25),
a matriz triangular inferior ¢ dada por (veja, no Exemplo 2.1, os fatores
multiplicativos ao lado da matriz estendida durante a eliminagao):

1 0 0
L={1/2 1 0
12 13 1

A verificagdo da fatoragdo pode ser feita diretamente por multiplicagdo de L e U. A
solu¢do da Equacao (2.29) com o vetor b dado no Exemplo 2.1 leva a

c=[7 135 6]

gerando, quando substituido na Equacao (2.28), o mesmo sistema que ja foi resolvido
no Exemplo 2.1.

Exercicio 2.2: Obtenha a fatoragdo LU da matriz dos coeficientes do sistema linear
dado no Exercicio 2.1, calculando também a sua solugao.

2.1.4- Algoritmo de Thomas

Diversos métodos de solugdo de problemas de valor de contorno envolvendo equagdes
diferenciais unidimensionais geram sistemas lineares onde a matriz dos coeficientes tem a
chamada forma tridiagonal

d -
L d, u 0
A= (2.30)
0 [, d. u,
L l” n |

Neste caso, podemos fazer a eliminacdo Gaussiana apenas dos elementos que sabemos que
ndo sdo nulos (os /;), sem nenhum pivotamento. Evidentemente, ¢ necessario que d; # 0, para
todo i. Este procedimento ¢ chamado de algoritmo de Thomas (TDMA).

As equagdes basicas do processo de eliminagdo sao
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_ _ i .
d =d,, d, :di_g_ui—lﬂ i=2,3,..,n (2.31)
i-1
_ _ - .
b =b,, b, = b, _d__bi_l’ i=2,3,...,n (2.32)
i-1

A solucdo do sistema linear ¢ obtida pela substitui¢do reversa que, neste caso, consiste nas
equacgoes

b, —u,x,
X, == x, =——=E 0 i=nl,n2,.1 (2.33)

-2 Ofx, | | 2
0 2 1fx| [-7
0 0 1 =2|x,| |-1

2.1.5- Iteracao de Gauss-Seidel

O método de Gauss-Seidel ¢ uma variante da iteracdo de Jacobi. Esta tltima consiste
em rearranjar a Equacdo (2.17) da seguinte forma

1 i—1 n
xFH) = _(b,. ~> a,x - Za,.jxj.")j . i=12,.,n (2.34)
a; J=1

ii Jj=i+l

onde o indice k indica a iteragdo. Inicia-se o processo iterativo com um valor inicial para o
vetor solucdo, x, utilizando-se sucessivamente a Equacdo (2.34) para todo i, até que a
solugdo seja obtida dentro da tolerancia que foi prescrita. A convergéncia ¢ garantida se o
sistema linear tiver a domindncia diagonal, isto &

n
|"iz‘| 2 Z‘%
j=1

J#i

, i=1,2,..,n (2.35)

sendo estritamente maior para, pelo menos, uma linha. Algumas vezes, ¢ possivel modificar
um sistema linear que ndo ¢ diagonalmente dominante através de trocas de linhas, para
transforma-lo em um com dominancia diagonal. Sistemas lineares origindrios da discretizacao
de equacgoes diferenciais usualmente sao diagonalmente dominantes.

O método de Gauss-Seidel consiste em se usar sempre o valor mais recente para cada
variavel do processo iterativo. Assim, supondo que as linhas sdo processadas em ordem
crescente de seu indice, a iteracdo ¢ dada por
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. 1 i—1 . n )
X = Z[bi ~>a,xl - Za,.jxﬁ")j . i=1,2, ., (2.36)

j=1 J=i+l
A convergéncia também ¢ garantida para sistemas com dominancia diagonal.
Exemplo 2.3: Vamos utilizar o método de Gauss-Seidel para resolver o sistema linear

ja resolvido por eliminacdo no Exemplo 2.1. Escrevendo as equagdes do sistema de
acordo com a Equagao (2.36), temos

x(2k+1) _ _'17_x§k+1) _2xgk)]

1r
xgkﬂ) —~l14- xikﬂ) _ 2x(2k+1)]

Escolhendo um conjunto inicial de valores para k = 0 (“chute inicial”), as 5 primeiras
iteracdes do método estdo na Tabela 2.1. Devido & dominancia diagonal, os valores
iterados tendem rapidamente a solugdo exata [1, 2, 3].

Tabela 2.1 - Iteracées do método de Gauss-Seidel

k 0 1 2 3 4 5
x}k) 3,5 1,300 0,973 0,968 0,987 0,996
xgk) 2,7 2,460 2,168 2,048 2,011 2,002
xgk) 1,7 2,593 2,897 2,979 2,997 3,000

Exercicio 2.4: Resolva o sistema linear dado no Exercicio 2.3, usando a itera¢do de
Gauss-Seidel, até que trés digitos significativos sejam invariantes em todos os valores
do vetor solugao.

2.1.6- Sobre-Relaxacao Sucessiva (SOR)

Considere um método iterativo qualquer que estd sendo usado para determinar a
solugdo de um problema na forma

x e x ) (2.37)

como, por exemplo, a iteragdo de Gauss-Seidel. Podemos tentar aumentar a taxa de
convergéncia do processo, isto ¢, diminuir o numero de iteracdes necessarias para obter a
solugdo dentro da tolerancia prescrita, utilizando a propria “tendéncia” do processo de
convergéncia. Considere a corre¢ao dada por
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X6 _ 6 4 @(XU‘“) _ X(k)) (2.38)

onde ® ¢ chamado de fator de relaxagdo. Note que a diferenca entre duas aproximagdes
sucessivas, (k) e (k+1), fornece a “tendéncia” do processo de convergéncia. Assim, ao se
fazer ® maior que 1, tenta-se aumentar a velocidade de um processo com boa convergéncia,
enquanto que, ao se fazer ® menor que 1, pode-se tornar convergente um processo
originalmente divergente. Desta forma, podemos classificar

e 1 <wm<2:sobre-relaxacao
e 0<m<1:sub-relaxagdo

O valor de ® ndo pode superar 2, ou o processo iterativo se tornara divergente em algum
ponto proximo a sua solugdo.

Exemplo 2.4: Vamos utilizar a sobre-relaxacdo na solugdo pelo método de Gauss-
Seidel do sistema linear resolvido no Exemplo 2.3. As equacdes do sistema linear sdo
escritas tal como no Exemplo 2.3, determinando o valor do vetor solugdo antes da
correcao. Apds todo o vetor ser obtido, a relaxagdo é entdo efetuada.

As 4 primeiras iteragdes estdo na Tabela 2.2, onde fica clara a tendéncia de
convergéncia para os valores exatos da solugdo. E patente, também, uma melhoria na
velocidade de convergéncia do processo iterativo, pois as 4 iteracdes levaram,
praticamente, ao mesmo resultado obtido com as 5 iteracoes do método de Gauss-
Seidel. O valor do pardmetro de relaxagdo foi arbitrariamente escolhido, podendo nao
ser o melhor possivel.

Note que a relaxagdo também poderia ser feita elemento a elemento de x, logo apds o

seu valor iterado ser obtido. Aplicar-se-ia, desta forma, a Equagdo (2.38) na forma
escalar a cada um dos componentes do vetor x.

Tabela 2.2 - Iteracoes do método de relaxacao usando Gauss-Seidel (o = 1,3)

k 0 1 2 3 4
xik) 3,5 0,640 0,946 1,007 1,001
x(zk) 2,7 2,388 1,988 1,992 2,000
xgk) 1,7 2,861 3,026 3,003 3,000

Exercicio 2.5: Resolva o sistema linear dado no Exercicio 2.3 usando SOR, variando
o no intervalo [1,2, 1,4], com variagdes de 0,01, até que trés digitos significativos
sejam invariantes em todos os valores do vetor solucdo. Compare e comente os
resultados.

2.1.7- Teste de Convergéncia
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Na descricao dos processos iterativos, falou-se varias vezes em se obter a solucao
“dentro da tolerancia prescrita”. Mais adiante, na solu¢do de equagdes ndo-lineares, teremos a
mesma necessidade de definir quando o processo numérico iterativo ja obteve a solucao
“dentro da tolerancia prescrita”. O significado desta expressdo sera aqui analisado.

Primeiramente, ¢ necessdrio estabelecer uma medida do grau de afastamento
(distancia) entre a solucdo exata e a sua aproximag¢do. Como, usualmente, a solugdo exata nao
¢ conhecida, utiliza-se o artificio de comparar aproximagdes sucessivas da mesma. A
distancia entre dois escalares ¢ facilmente medida pelo valor absoluto da diferenga entre eles:

x40 - 29 (2.39)

Para medir a distancia entre dois vetores, devemos definir uma norma no espago vetorial,
como por exemplo

x| = Zn:xlz 2 ou x| = max |x,] (2.40)
i1 i

Com uma norma, podemos definir a distdncia entre vetores e exigir que a mesma satisfaca
determinados critérios de convergéncia que envolvem as chamadas tolerdncias. Por exemplo,
o critério de tolerdncia absoluta é

Hﬂ“”—xmu<sa (2.41)
enquanto que o de tolerdncia relativa ¢ dado por
Hx(k”) — x(k)H < s}_”x(k”) ‘ (2.42)

O critério dado pela Equacdo (2.42) apresenta problemas para ser satisfeito se a
solugdo ¢é proxima de zero, isto &, |x¥ H — 0. Um critério misto que corrige esta deficiéncia ¢

dado por

(k+1) (k+1)

—x(")H<aa +e |x

|x | (2.43)

onde g, é a tolerancia absoluta e g, é a tolerancia relativa.

As vezes, deseja-se um certo grau de convergéncia em todos os elementos do vetor x,
o que leva ao uso dos critérios expressos pelas Equagoes (2.41), (2.42) ou (2.43), trocando-se
a norma do vetor pelo valor absoluto do componente i e testando se o critério ¢ valido para
todo i.

Exemplo 2.5: Utilizando a definicdo Euclidiana de norma de um vetor (a defini¢do que
esta a esquerda, na Equagdo 2.40), vamos comparar agora a convergéncia dos métodos
iterativos usados nos Exemplos 2.3 e 2.4. A Tabela 2.3 contém as normas do vetor x
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para cada iteracdo k, a distancia entre o valor atual deste vetor e o seu valor anterior
na iteracao k-1, e a variagao relativa do vetor x.

De acordo com a Tabela 2.3, podemos agora comparar, quantitativamente, a
taxa de convergéncia dos dois métodos iterativos. Aquele que utiliza a relaxagdo
atingiu melhores valores tanto na medida do erro absoluto, |x'¥ —x““”H, quanto na

x 8 _ x kD) H/HX(H

pelo método que ndo usa a relaxacdao em 5 iteragdes.

medida do erro relativo, , em 4 iteragdes, do que os valores obtidos

Caso g, tivesse sido escolhido como 0,01, nenhum dos dois métodos teria
satisfeito o critério dado pela Equagao (2.41), porém, o que usa a relaxacdo esta bem
perto disto. Por outro lado, para ¢, = 0,01, o critério dado pela Equacdo (2.42) ¢
satisfeito por ambos os métodos nas sua ultimas iteracdes. Ja o critério dado pela
Equagdo (2.43), com ¢, = ¢, = 0,01, € satisfeito por ambos os métodos para k = 4.
Entretanto, os valores do erro absoluto, @I, ¢ de 0,001 para o método com

‘X—X

relaxagdo, mas de apenas 0,017 para o método de Gauss-Seidel. Isto ¢ resultado da
menor taxa de convergéncia do método sem relaxacdo, que diminui o grau de
confianga da aproximag¢ao do erro absoluto por Hx“‘) —x(k‘l)‘ . Deve-se, portanto, tomar

cuidado na especificacdo de valores muito altos para tolerancias quando se utilizam
métodos com baixa taxa de convergéncia.

Tabela 2.3 - Convergéncia dos métodos iterativos.

k |1 | 2 | 3 | 4 | 5
Gauss-Seidel sem relaxagao
HXW 3,803 3,747 3,742 3,742 3,742
Hx(k) _XUH)H 2,386 0,533 0,145 0,0453 0,0131

0,627 0,142 0,0389 0,0121 0,00349

e - x

Gauss-Seidel com relaxacao (o = 1,3)

HXW H 3,781 3,742 3,742 3,742 —
Hx(’f) _X(H)H 3,102 0,530 0,0653 0,0104 —
HXW _x““l)H/HX(")H 0,821 0,142 0,0175 0,00278 —

Exercicio 2.5: Resolva o sistema linear dado no Exercicio 2.3 usando SOR, utilizando
® = 1,27, e um critério de tolerancia relativa com g, = 10,

2.1.8- Rotinas Disponiveis

Existem inimeras bibliotecas matematicas que tém diversas rotinas de solugdo de
sistemas lineares, as quais sdo altamente otimizadas. Para a comodidade dos alunos deste
curso, estdo incluidas abaixo para download rotinas que implementam o método da
eliminagdo Gaussiana e o algoritmo de Thomas, tanto em linguagem C como em FORTRAN.
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Instru¢des sobre a utilizagdo das rotinas sdo encontradas nelas proprias na forma de
comentarios.

2.2- Solucao de Sistemas Nao-Lineares de Equacoes Algébricas

De forma pragmatica, equagdes algébricas ndo-lineares sdao aquelas que nao podem ser
colocadas na forma da Equagdo (2.6). Como regra geral, estas equagdes ndo possuem solugao
analitica e algum tipo de procedimento numérico tem que ser usado para que uma solucio
seja obtida. E conveniente classificar estes métodos numéricos em dois grupos:

1- Métodos Diretos - nao fazem uso de célculo de derivadas de f{x) nem de
aproximacoes destas derivadas;

2- Métodos Indiretos - fazem uso das derivadas de f{x) ou de aproximagdes destas
derivadas para acelerar a convergéncia do método numérico.

Apresentam-se a seguir alguns métodos diretos e indiretos comumente utilizados para
a solug¢do de problemas de engenharia. A maior parte dos exemplos serd aplicada sobre o
modelo desenvolvido na Secdo 1.3 para o tanque agitado exotérmico, em estado estaciondrio.
Este modelo encontra-se representado pelas Equagdes (1.58-61), que podem ainda ser
representadas na forma:

x, = = (2.44)
1+ 0, exp( Rj
Y
~AE
O, exp( Rj
x, = Y (2.45)
1 + 0, exp(_j
Y
1 —x, )W, - x, W,
Xg = Xg _(t=x) WA s T (2.46)
N
~AE
O, exp(Rj
Y
0=(01-y)+B(y.—v)+ An (2.47)

~AE
1 + 0, exp( R]
Y

de forma que a resolu¢do da Equacdo (2.47) permite obter a solucdo do problema. Nos
exemplos numéricos analisados, considera-se que

B=1y, =10, =50, AE, = 10, Ah, = 10

que representa um conjunto tipico de valores em problemas de reagao.
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2.2.1- Método de Monte Carlo

Seja f(x) uma funcao, cuja raiz ¢ procurada num certo intervalo [a,b], onde f{x) troca
de sinal (ver Figura 2.2 abaixo).

3.00 [ T R R A 3.00 [ T R T R N

i N _ ® R
2.00 — — 2.00 — -
1.00 — — .00 — —

p p 1.00
0.00 0.00
a b

-1.00 LI L N B B B B B -1.00 LI I I B B N T

1.00 2.00 3.00 4.00 5.00 6.00 1.00 200 3.00 4.00 5.00 6.00

y y

Figura 2.2- Funcio f{(») (Equacio 2.47) e intervalo conhecido onde se encontra a raiz.

O método consiste em gerar pontos aleatoriamente no intervalo [a,b], onde testes
numéricos devem ser efetuados; ou seja, onde a funcdo deve ser computada. Seleciona-se
entdo o novo intervalo [a’,b’] onde a fun¢do troca de sinal e onde novos testes serdo
realizados. O procedimento deve ser repetido até que o tamanho do intervalo [a’,b’] e/ou f(a’)
e f(b’) sejam menores que uma tolerancia especificada.

Vantagens:

1- O método sempre funciona e sempre converge para a solugdo procurada, qualquer
que seja a tolerancia especificada.

2- O método ¢ facilmente implementavel, ja que tabelas de numeros aleatérios estdo
disponiveis em qualquer livro de Estatistica e rotinas de geracdo de numeros aleatdrios estao
disponiveis na maior parte das bibliotecas de rotinas cientificas.

Desvantagens:

1- O método ¢ lento e requer o calculo de f{x) um nimero elevado de vezes.

2- O método exige o conhecimento prévio de uma regido onde a raiz se encontra, o
que nem sempre ¢ possivel.

3- A extensdo do método para problemas multi-variaveis é complexa.
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2.2.2- Método da Bisseccio

Dadas as mesmas condicdes da Figura 2.2, o método consiste em verificar o valor da
fun¢do no ponto médio do intervalo; ou seja, c=(a+b)/2. Se o valor de f{c) tem o mesmo sinal
de f{a), o novo intervalo de busca serd [c,b]; caso contrario, o novo intervalo de busca sera
[a,c] (ver Figura 2.3). O procedimento ¢ repetido até que o tamanho do intervalo de busca
e/ou f(a) e f(b) sejam menores que uma tolerancia especificada.

3.00 ] I R R

- ) -
2.00 — & —

p 1.00 — —

0.00

| Novo a B

a c b
-1.00
U L L L L

1.00 200 3.00 4.00 5.00 6.00
Y

Figura 2.3- Técnica da bisseccao

Vantagens:

1- O método sempre funciona e sempre converge para a solugdo procurada, qualquer
que seja a tolerancia especificada.

2- O método ¢ facilmente implementavel.

3- O método tem desempenho regular e previsivel. Apos n testes, a incerteza ou
tamanho do intervalo remanescente ¢

e = Gj b, —a,] = n-= e (2.48)

Sabendo, portanto, que a raiz do problema analisado se encontra no intervalo [3,6],
para atingir a precisdo de 10 sdo necessarios 15 passos. A Tabela 2.4 apresenta os resultados
obtidos.

Desvantagens:

1- O método ¢ lento e requer o célculo de f{x) um niimero elevado de vezes.

2- O método exige o conhecimento prévio de uma regido onde a raiz se encontra, o
que nem sempre € possivel.

3- A extensdo do método para problemas multi-variaveis ¢ complexa.
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A técnica da bissec¢do pode ter seu desempenho bastante melhorado se os pontos de
avaliacdo interna (c) sdo escolhidos de forma apropriada. Algumas destas técnicas melhoradas
sdo conhecidas pelos nomes de Secao Aurea, Técnicas de Fibonacci, etc., mas ndo serdo aqui
analisadas por ndo introduzirem aspectos significativamente novos na analise do problema.

Tabela 2.4- Resultados obtidos com o método da bissec¢ao

a b f(a) f(b)
.300000E+01 | .600000E+01 | .240766E+01 | -.957508E+00
450000E+01 | .600000E+01 | .144198E+01 | -.957508E+00
.525000E+01 | .600000E+01 | .315573E+00 | -.957508E+00
525000E+01 | .562500E+01 | .315573E+00 | -.308127E+00
.543750E+01 | .562500E+01 | .745389E-02 | -.308127E+00
543750E+01 | .553125E+01 | .745389E-02 | -.149477E+00
543750E+01 | .548438E+01 | .745389E-02 | -.707879E-01
543750E+01 | .546094E+01 | .745389E-02 | -.316100E-01
543750E+01 | .544922E+01 | .745389E-02 | -.120637E-01
543750E+01 | .544336E+01 | .745389E-02 | -.230128E-02
.544043E+01 | .544336E+01 | .257721E-02 | -.230128E-02
S544189E+01 | .544336E+01 | .138192E-03 | -.230128E-02
S544189E+01 | .544263E+01 | .138192E-03 | -.108149E-02
S544189E+01 | .544226E+01 | .138192E-03 | -.471634E-03
544189E+01 | .544208E+01 | .138192E-03 | -.166718E-03

2.2.3- Método “Regula-Falsi”

Dadas as mesmas condi¢des da Figura 2.2, o método consiste em verificar o valor da
funcdo num ponto intermedidrio do intervalo, obtido por interpolacdo linear dos dados
conhecidos previamente.

e/ b/
f(b) - f(a) (2.49)

Se o valor de f{c) tem o mesmo sinal de f{a), o novo intervalo de busca sera [c,b]; caso
contrario, o novo intervalo de busca serd [a,c] (ver Figura 2.4). Note que, neste caso, ndo ¢
possivel garantir que o intervalo [a,b] vai sempre convergir para zero. Por isto, ¢ conveniente
modificar o critério de convergéncia para

|)ck+1 - xk| <e |, ‘f(x,m) < g, (2.50)
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Figura 2.4- Método “Regula-Falsi”

Vantagens:

1- O método sempre funciona e sempre converge para a solu¢do procurada, qualquer
que seja a tolerancia especificada.

2- O método ¢ facilmente implementavel.

3- O método tem desempenho melhor que o da bissec¢do, muitas vezes comparavel ao
desempenho dos métodos indiretos. Para fins de comparagdo, resultados obtidos com o
método “Regula-Falsi” sdo apresentados na Tabela 2.5.

Desvantagens:
1- O método exige o conhecimento prévio de uma regido onde a raiz se encontra, o

que nem sempre ¢ possivel.
2- A extensao do método para problemas multi-variaveis ¢ complexa.

Tabela 2.5- Resultados obtidos com o método “Regula-Falsi”

a b c f(a) f(b) flc)

300000E+01 | .600000E+01 | .514639E+01 | .240766E+01 | -.957508E-+00 | .482156E+00
514639E+01 | .600000E+01 | .543227E+01 | .482156E+00 | -.957508E+00| .161474E-01
543227E+01 | .600000E+01 | .544169E+01| .161474E-01 |-.957508E+00| .478850E-03
544169E+01 | .600000E+01 | .544197E+01| .478850E-03 |-.957508E+00 | .141465E-04
544197E+01 | .600000E+01 | .544198E+01 | .141465E-04 |-.957508E+00| .417877E-06
544198E+01 | .600000E+01 | .544198E+01| .417877E-06 | -.957508E+00| .123437E-07

2.2.4- Método da Substituicao Sucessiva
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Seja f{x) uma funcdo cuja raiz ¢ procurada. Imaginemos que ¢ possivel colocar a

funcdo f(x)=0 na forma x= g(x). A idéia fundamental ¢ dar uma interpretagdo iterativa a esta
forma alternativa de representar a fungdo f{x)=0, para a busca da raiz. Assim, a partir de uma
aproximacao inicial, podem ser obtidas aproximagdes melhoradas da raiz de forma iterativa.

Exemplo 2.6: Seja a Equacado (2.47), cuja raiz ¢ procurada

)
exp| ——
Y

0=2(1-7v)+ 500 5 (2.51)
1 + 50 exp(_J
Y
Esta mesma fung¢ao pode ser escrita na forma
)
exp| —
v = 1+ 250 Y m (2.52)
I + 50 exp(_J
Y
que ganha a forma iterativa
)
exp| —
Yeu = 1+ 250 T 2.53)

I + 50 exp(_loj
|

Partindo da estimativa inicial y,=6, obtém-se os resultados apresentados na Tabela 2.6.

Tabela 2.6- Resultados obtidos com substituicio sucessiva - y,=6.

Yk Vi1
.600000E+01 .552125E+01
552125E+01 .545492E+01
.545492E+01 .544414E+01
.544414E+01 .544234E+01
.544234E+01 .544204E+01
.544204E+01 .544199E+01
544199E+01 .544198E+01

E importante observar que a definigdo da forma recursiva nio é unica. Por exemplo, a
Equagdo (2.51) poderia também ser colocada na forma
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)
exp| ——
Y

1 + 50 exp(_mj
Y

)
exp| —
Y

Yy =2 — v + 500

Y ks =2 - Y + 500

1 + 50 exp(_loj
|

cujo desempenho estd mostrado na Tabela 2.7 abaixo.

Tabela 2.7- Resultados obtidos com substituicio sucessiva - y,=6.

Vi Vi1
.600000E+01 .504249E+01
.504249E+01 .S568876E+01
.568876E+01 S527182E+01
S527182E+01 .555196E+01
.555196E+01 .536758E+01
.536758E+01 .549087E+01
.549087E+01 .540920E+01
.540920E+01 .546366E+01
.546366E+01 .542750E+01
.542750E+01 .545158E+01
.545158E+01 .543558E+01
.543558E+01 .544623E+01
.544623E+01 .543915E+01
.543915E+01 .544386E+01
.544386E+01 .544072E+01
.544072E+01 .544281E+01
544281 E+01 .544142E+01
.544142E+01 .544235E+01
.544235E+01 .544173E+01
.544173E+01 .544214E+01
.544214E+01 .544187E+01
.544187E+01 .544205E+01
.544205E+01 .544193E+01
.544193E+01 .544201E+01
.544201E+01 .544196E+01
.544196E+01 .544199E+01
.544199E+01 .544197E+01
.544197E+01 .544198E+01
.544198E+01 .544197E+01

(2.54)

(2.55)
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| .544197E+01 | .544198E+01 |

Portanto, ¢ 6bvio que a forma escolhida para a recursao influencia o desempenho da
técnica. A depender da forma recursiva, a técnica pode levar a convergéncia rapida, lenta ou
nem mesmo convergir. Para que possamos compreender estes resultados, ¢ conveniente
perceber que a técnica da substituigdo sucessiva procura o ponto no qual a curva de iteragdo
y=g(x) se iguala a reta y=x, rebatendo os valores obtidos na curva g(x) continuadamente sobre
a reta de 45 graus. O procedimento esta ilustrado nas Figuras 2.5-8 abaixo.

y=x

y=g(x)

XO X1 X2

Figura 2.5 - Convergéncia uniforme do método da substituicio sucessiva.

y=X

y=9(x)
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Figura 2.6 - Divergéncia uniforme do método da substituicio sucessiva.
y=x

y=9g(x)

Figura 2.7 - Convergéncia oscilatoria do método da substituicao sucessiva.

=300\ >

2 XO X1 X3

Figura 2.8 - Divergéncia oscilatéria do método da substituicdo sucessiva.
As questdes que se colocam, entdo, sao: Quando o método da substituicao sucessiva

converge ? Como podemos compreender se uma formulagdo iterativa do problema ¢ melhor
do que uma outra ?
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Para respondermos estas perguntas, ¢ conveniente admitir que conhecemos a raiz do
problema ( x* ) e que comegamos o procedimento iterativo nas proximidades desta raiz. Neste
caso, pode-se utilizar a expansdo em série de Taylor nas proximidades de x* para escrever:

X = &(x,) (2.56)
X, = g(x *) + ag (x — x*) + ... (2.57)
k+1 dX " k
X, = X* + ag (x - x*) + .. (2.58)
k+1 dx - k
d.
€ A d—f g, (2.59)

onde g, € o desvio em relagdo a raiz x* na iteragdo k (g, = x; - x* ). Como o desvio na iteragao
posterior ¢ uma mera transformagao linear do desvio da iteracdo anterior, diz-se que o método
da substituicao sucessiva converge linearmente ou que ¢ de ordem 1.

Olhando a Equagdo (2.59), observa-se facilmente que o desvio na iteracdo seguinte
diminui se

<1 (2.60)

que ¢ o critério de convergéncia do método da substitui¢ao sucessiva. Quanto mais proximo
de zero for a derivada de g em relacdo a x, calculada na raiz do problema, mais rapidamente
converge a técnica proposta. Além disto, se a derivada for negativa, os desvios absolutos
obtidos em iteragdes sucessivas ficam trocando de sinal, o que significa que o procedimento
iterativo apresenta comportamento oscilatorio.

Exemplo 2.7: No Exemplo 2.6, a formula de recursdo utilizada tem como derivada

o))
dg y Sy

= 250 5
dy -10
1 + 50 exp| —
Y

que na raiz y = 5.44197 assume o valor 0.167. Logo, como ja visto, a técnica
converge. Ja a funcao de iteragdo mostrada na Equagao (2.55) tem como derivada

2.61)
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A7) ()
dg vy /Uy’

= — 1+ 500

dy _ :
[1 + 50 exp( IOD
Y

(2.62)

que na raiz assume o valor -0.666. Por isto, o procedimento iterativo oscila e converge
mais lentamente.

Como nunca sabemos de ante-mao qual € a raiz procurada, em problemas praticos
torna-se necessario calcular a derivada da funcao de iteracao em todo o intervalo de busca da
raiz, para que se garanta que o procedimento converge.

Para estimarmos o erro da aproximacao, podemos utilizar as relagdes ja desenvolvidas
da seguinte forma:

X, —x* =x,, —x, +x, —x* (2.63)
|xk71—x*| < |xk71—xk|+|xk—x*| (2.64)
. dg "
|xk71 - X | < |xk71 - xk| + e |x,H - X (2.65)
1
X, —x*| < y | X, — x| (2.66)
|| g
dx| .
dg
dx |
x, —x* | < p |)ck_1 - X, (2.67)
L |
dx | .

ou seja, ¢ possivel estimar o erro maximo cometido a partir das sucessivas aproximagdes
obtidas durante o esquema iterativo.

Finalmente, ndo ¢ dificil compreender que o método pode ser facilmente estendido a
problemas multi-variaveis. Neste caso, as transformacdes ficam na forma:

fl(xl,xz,...,xn) 0 X, gl(xl,xz,...,xn)
f(x) _ fz(xl,xz,...,xn) _ 0 . X, _ gz(xl,xz,...,xn) (2.68)
fn(xl,xz,...,xn) 0 X, gn(xl,xz,...,xn)

de forma que a Equacdo (2.59) passa a ter a seguinte forma vetorial:
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g = J, €, (2.69)

onde J ; ¢ a matriz de derivadas de g(x), ou matriz Jacobiana de g(x), que contém todas as

derivadas de g em relacdo a todas as variaveis x;, definida como:

% &
ox,  ox,

Jo= .. (2.70)
ox,  ox,

Para garantir a convergéncia do esquema iterativo, agora, condi¢des mais restritivas
resultam da Equacdo (2.69). Para tanto, a matriz Jacobiana precisa ser diagonalizada, como
feito algumas vezes na Se¢do anterior sobre resolugdo de sistemas lineares. Neste caso, prova-
se que, para que haja convergéncia, ¢ necessario que todos os valores caracteristicos de J;

tenham modulo menor do que 1. Apenas para lembrar, valores caracteristicos sdo as raizes A;
da Equagdo (2.71) mostrada abaixo

det (J, - \1) =0 2.71)

Além disto, a Equag¢do (2.67) pode ser reescrita na forma:

-1

Jg

e, —x*| < (I -~ J;) X, - X (2.72)

Vantagens:

1- O método ¢ facilmente implementavel em problemas mono e multi-variaveis;
2- O método ndo necessita da definicao prévia de onde a raiz se encontra;
3- O erro pode ser facilmente estimado.

Desvantagens:

1- Nao ha garantia de convergéncia do método sem a analise prévia da funcao g(x) e a
convergéncia ¢ tanto mais dificil quanto maior a dimensao do problema.

2.2.5- Método de Newton-Raphson

Seja f(x) uma fungdo cuja raiz ¢ procurada. Admitamos, como na Se¢do anterior, que
flx) pode ser expandida em série de Taylor nas proximidades de um certo ponto x,. Neste
caso,

f(x*) zf(xk) + Zi (x — xk) + ... (2.73)

X
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Admitindo-se que estamos suficientemente proximo da raiz € que a aproximagao
linear ¢ boa, a Equacdo (2.73) pode ser utilizada para se estimar o valor da raiz

f(x*) =0 zf(xk)+£ (x* —xk)+... (2.74)
dx |
R (x:) (2.75)
af
dx

X
que pode ser obviamente colocada numa forma recursiva como

f(xk)
daf
dx

Xiet = X —

(2.76)

Xk

A Equacio (2.76) ¢ a esséncia do método de Newton-Raphson. Esta técnica iterativa
recebe comumente o nome de Newton-Raphson classico porque aproximagdes de f{x) com
mais termos podem também ser utilizadas, embora o sejam raramente, em virtude da
necessidade de se computar derivadas de ordem superior e de ndo apresentarem desempenho
significativamente melhor do que aquele obtido com a Equagdo (2.76).

O método de Newton-Raphson pode ser ilustrado como na Figura 2.9. Vé-se que a
aproximagao da raiz ¢ obtida recursivamente como extrapolacdes lineares da fungdo, a partir
de pontos prévios estimados.

/ X2 X1 XO

Figura 2.9 - Interpretacao geométrica do método de Newton-Raphson.
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Exemplo 2.7: Seja a Equagao (2.47), cuja raiz ¢ procurada

5
exp| ——
Y

I + 50 exp(_loJ
Y

oo ) [19)
df VAN S

— =0= -2y + 500 5 (2.79)
dy 10
1 + 50 exp| —
Y

Partindo-se de y,=6 e aplicando o algoritmo de Newton-Raphson, obtém-se os
resultados apresentados na Tabela 2.8.

f(y) =0=2(1-1y)+ 500 (2.77)

Tabela 2.8 - Resultados obtidos com Newton-Raphson - y,=6

Yi fi (df/dy), Yoo
600000E+01 | -.957508E+00 | -.175949E+01 | .545580E+01
545580E+01 | -.230453E-01 | -.166811E+01 | .544199E+01
544199E+01 | -.199642E-04 | -.166521E+01 | .544198E+01
544198E+01 | -.151540E-10 | -.166521E+01 | .544198E+01

Do exemplo anterior, vé-se que a técnica de Newton-Raphson converge usualmente de
forma muito mais rapida que no caso anterior. Para que iso possa ser colocado num contexto
mais rigoroso, € conveniente fazer uma analise de erros mais detalhada. Vejamos
primeiramente que a técnica obedece a formula geral:

9

o +f(x,) =0 (2.80)

(xk+1 - X )

Xk

Fazendo a expansdo em série de Taylor nas proximidades da raiz até os termos de
segunda ordem ( em virtude da derivada ):

A )J . 2.81)

Lembrando que f(x*)=0 e utilizando a variavel desvio e=x-x*, chega-se a:
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[de j

&) (2.82)

€41 ) (df j € .
dx | .

o que significa dizer que o método de Newton-Raphson SEMPRE converge (a ndo ser que a
derivada de f{x) na raiz seja identicamente igual a zero) se a aproximacdo estd
SUFICIENTEMENTE préxima da raiz. Isto porque, quando g, é pequeno, €,.; ¢ muito menor
que g . (Diz a Lei de Murphy do chute inicial que a sua estimativa inicial ndo estard
suficientemente proxima da solugdo, de forma que ndo ha garantia na pratica de que o método
convergira !!!!) Devido a forma da Equacao (2.82), diz-se que o método de Newton-Raphson
apresenta convergéncia quadratica.

O método de Newton-Raphson pode ser facilmente estendido para problemas multi-
dimensionais na forma:

Xper = X — J;Ifk (2.83)
onde J , ¢ a matriz Jacobiana da fung@o f(x).

Exemplo 2.8: Seja o modelo do tanque com reacao, descrito originalmente na forma:

filxey) =1 - x, (1 + 0, exp(ﬂjj (2.84)
Y

fz(XA’V) = (1 - Y) + B(Yc - Y) + Al X, Oy exp(_AyERj (2.85)

cuja matriz Jacobiana ¢ dada por:

- (1 + O, exp(_AERD -x,0, exp(_ AERJ (AE;RJ
— Y Y Y

;=
— AE — AE AE
Ah, ©, exp( » Rj -1 -B+ Ah,x,0, exp( » RJ ( ysz

J

(2.86)

Partindo-se de x,=0 e y,=6 e aplicando o algoritmo de Newton-Raphson, obtém-se os
resultados apresentados na Tabela 2.9.

Vantagens:

1- O método ndo necessita da defini¢ao prévia de onde a raiz se encontra;
2- O método sempre converge, se a estimativa inicial da raiz for boa.
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Tabela 2.9 - Resultados obtidos com 0 método de Newton-Raphson - x,,=0 e y,=6

Xk Yie fzk f2k Xakr1 Vit 1
.000000E+00 | .600000E+01 | .100000E+01 |-.100000E+02 | .957508E-01 | .552125E+01
957508E-01 | .552125E+01 | .121677E+00 |-.121677E+01 | .111174E+00 | .544413E+01
A11174E+00 | .544413E+01 | .321771E-02 | -.321771E-01 | .111604E+00 | .544198E+01
.111604E+00 | .544198E+01 | .251297E-05 | -.251297E-04 | .111604E+00 | .544198E+01

Desvantagens:

1- O método requer o calculo das derivadas da funcdo, o que pode inviabilizar sua
implementagdo em muitos casos;

2- O método requer a inversdao da matriz Jacobiana em cada iteragdo, o que consome
bastante tempo computacional e pode tornar o método lento, a despeito da reducdo sensivel
do ntimero total de iteragdes.

Visando manter as caracteristicas do método de Newton-Raphson e eliminar a sua
principal desvantagem, que ¢ o de exigir o calculo e inversdo da matriz de derivadas, uma
ampla familia de técnicas numéricas foi desenvolvida, mas ndo serd aqui discutida. Textos de
métodos numéricos devem ser consultados para estudos adicionais. Fica como exemplo
apenas o conhecido método da secante, para problemas uni-variaveis, onde a derivada ¢
substituida por uma aproximag¢do numérica na forma:

(2.87)

Xpo = X —

Repare, no entanto, que a extensdo do método da secante para problemas multi-
variaveis nao ¢ trivial.

2.2.6- Multiplicidades

Ao contrario de sistemas lineares de equagdes, que admitem apenas uma Unica
solugdo, sistemas ndo lineares de equagdes podem apresentar solugdes diferentes para um
mesmo conjunto de equagdes. Vejamos, por exemplo, os resultados obtidos para o tanque de
reacdo quando utilizamos as estimativas iniciais x,=1, y=1 € x,,=0.5, v,=2.

E impressionante descobrir que o tanque de reacao possa operar de até trés formas

Este fenomeno ¢ extremamente relevante para o engenheiro, haja visto que certamente se
deseja que o tanque real atinja uma das trés possiveis solu¢des do problema (a que leva ao
maior lucro da operacao). Para que isto seja feito, ¢ necessario desenvolver uma estratégia
apropriada de partida do equipamento. O estudo de fendmenos relacionados a existéncia de
multiplicidades e as consequéncias disto no projeto e operacdo de equipamentos ¢ uma das
areas de pesquisa de maior interesse do Laboratorio de Modelagem, Simulagdo e Controle de
Processos do Programa de Engenharia Quimica da COPPE.

Tabela 2.10 - Resultados obtidos com o0 método de Newton-Raphson - x,,~1 e y,=1
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Xk Vi fik fzk XAk+1 Vit 1
.100000E+01 |.100000E+01 |-.227000E-02 |.227000E-01 |.997446E+00 |.101277E+01
997446E+00 [.101277E+01 |[-.143947E-04 |.143947E-03 |.997430E+00 |.101285E+01
997430E+00 |.101285E+01 |[-.621365E-09 [.621365E-08 |.997430E+00 |.101285E+01

Tabela 2.11 - Resultados obtidos com o0 método de Newton-Raphson - x,,=0.5 e y,=2

X4k Vi S S Xar+1 Vi1
.500000E+00 |.200000E+01 |.331551E+00 |-.315513E+00 |.890434E+00 |.154783E+01
.890434E+00 |.154783E+01 [.399446E-01 [-.399446E+00 |.783862E+00 |.208069E+01
.783862E+00 |.208069E+01 |-.104451E+00 |.104451E+01 |.829402E+00 |.185299E+01
.829402E+00 |.185299E+01 [-.173270E-01 [.173270E+00 |.840877E+00 |.179561E+01
.840877E+00 |.179561E+01 |[-.122486E-02 |.122486E-01 |.841822E+00 |.179089E+01
.841822E+00 |.179089E+01 |[-.839945E-05 [.839945E-04 |.841829E+00 |.179086E+01
.841829E+00 |.179086E+01 |[-.406291E-09 |.406291E-08 |.841829E+00 |.179086E+01

Exercicio 2.6: Seja a fungdo ndo linear descrita abaixo
2x — 1 - 2sen(x) = 0 (2.88)

Calcule a raiz do problema usando cada uma das técnicas apresentadas anteriormente.

Exercicio 2.7: Reconstrua o modelo do reator supondo que a reagdo ¢ de segunda
ordem, como na equagao abaixo:

— AF )
R, = — K, exp TRT C, (2.89)

Para o mesmo conjunto de pardmetros ustilizado nos exemplos anteriores, calcule as
condi¢des de operacdo no estado estacionario.



